Fonksiyonlar — Limit ve Streklilik

Turev ve Uygulamalar ile

integral problemi olanlar igin...

Halil Ibrahim KUCUKKA

YA

Matematik Bire Bir Ogretim Uzman!

Ahmet KARAKOG

Mehmet GIRGIC



Umitli Kurﬁaga

Bir kurbaja siriisii ormanda yiriirken, iclerinden ikist bir cukura duigstit. Diger

biitiin kurbagalar qukurun etrafinda toplandilar. Cukur bir hayfi derindi ve

arkadaslarinm ziplayip disar, glemasi miimkim gorinmiiyordu.

Yukaridaki kurbagalar, bosuna ugrasmamalarin soylediler arkadaslarna:
“Cukur cok derin, disant ikmamz imkdnsiz.”

Ancak, cukura diisen kurbagalar onlarm soylediklerine aldirmayp cukurdan gikmak

igin milcadeleye devam ettiler. Yukaridakiler ise hala bosuna girpinp durmamalarin,

dltimiim onlar igin kurtulus olduguny soyliiyorlard:.

Sonunda kurbagalardan birisi soylenenlerden etkilendi ve miicadeleyi Etmﬁm Digeri
ise ¢abalamaya devam etti. Yukardakiler de, qprrup durarak daha gok ace cekrigfini
soylemeyi sitrdiirdiiler.

Ne var ki, qukurdaki kurbaga son bir hamle daha yapts, bu kez daha yiikseje

sigramays basardi ve cukurdan giktr.

Ciinkii bu kurbaga sagrdr. O yiizden, arkadaglarvmin iimit kinc sozlerine kulak

asmanisti.

Errafrzdakilerin olumsuz disincelerine kulaklarimz: kapatin,

“Umidinizi kaybermeyin ve bilin ki tmidini kaybeden insanin kaybedecegji 6&;!50,
seyi kalmamgstir.”

Kararh olun ve basar: kapisint sabrla calin, Sizden oncekilere nasil agilmissa size de

é’yfe agilacaktir. Emin olun.

Dordiincli Kitapta Neler Var?

I

Toplam ve Carpim Sembolii
Diziler

Fonksiyonlar

Limit ve Siireklilik

Tirev Alma Kurallan

Tilrev Uygulamalan

Belirsiz integral

Belirli integral

9-28
31-50
53 - 100
103 - 152
155 - 190
193 - 252
255 — 298
301 - 360




Ustelemek bogarvuwnw temel unsurndiir. Kapuwv yeterince
ugun stires ve yiiksek sesle colarsowng, bivilerini
Henry Wadswortiv Longfellow

Cahit Arf
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4
TOPLAM SEMBOLIJ 1. ;“

“Uzun uzun amele gibi yazmakiansa...”dive dlisiinen- toplaminin degeri kagtir?

ferin buldudu bir gésterim sekli bu.©

Ornegdin, 1 den 81 e kadar olan dogal sayilann topla-
mini en kisa nasil ifade edersiniz?

Ya da, 5 ile b&ilindligiinde 2 kalanini veren iki basa-
makli dogal saysdarn toplamin:.
Iste bu mesele.©

Bir Latin harfi olan Z (sigma) ile gosterilen toplam sem- 3

bolt su; 2. Z (kz + 1)

k=2
n says! pozitif tam say olmak {(izere,
toplarimin degderi kagtir?
/Hst sinir

al
Z 4 =a,ta,ta,t..+a,
=1

dedisken alt sinir
ifadesinin anlathi§: sudur;
Degiiskene (burada k ya) alt sinir deferinden baglaya-
rak Ust sinira kadar olan ardigik tam say degerleri ver
ve her degerden sonra buldudun sonugclar topla.

]
Yani, 3. Z K
. k= -4
2 2 2 2 2
Z k*=1%+2°+3%+4 ifadesinin degeri kactir?

2. 2 2
)(i ——X1 +X2 ve

M~ L

P=1

#

5
Av i VWLVI ,Z en, buddus 1 , : ;Xn =X, + X, ve ayn gekiide
Cladue Bernowd

1
> (1) = F(=1)+£(0) + (1) +(2) demekir. .

'; k=—2
Ok hedeften Steye atan okeuw; ok hedefe v

Var mi1 anlagidmayan bir sey?

wlag tuwramayony okeudon doho bagordy ded dldiv. iglerninin sonucu kagtir?
: Toplam sembollyle Hgili sorularm godunda temel man-
: MO‘C’VLC’LQ/!M . tigs bilmek yeterlidir. Formiile mormiie gerek yoktur®

Birazdan gfreceksiniz zaten.©@
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‘8
3 Z 2k

k=-5

igleminin sonucu kaghr?

4

6. Z(zk - 3)

k=1

isleminin sonucu kagtir?

1G

7o (1)

K=

toplarminin sonucu kagtir?

13
8. > (-1
k=1

toplaminin sonucu kagtir?

9. > (Vkei-Vk)

8
k=1

toplaminin scnucu kagtu?

10. i(\/‘ﬁ‘—ﬁ)

ifadesinin degeri kagtir?

1. i(\mkﬂ -V2k71)
k=t

toplaminin sonucu kagtir?

12. i(daxﬂ —\/3x~2)

X =1

ifadesinin degeri kagtir?

$ TOPLAM VE CARPIM SEMBOLL{

Sunlarda biraz logaritma bilgisi lazim.

4
1. Z 10324 Kk
k=2

ifadesinin degeri kactir?

63
1
2. kZ41092 (1 + “"k”")

ifadesinin degeri kagtuw?

10
3. . Zlogm!k
k =1

ifadesinin degeri kagtir?

15
11
4. Z(k k+1)

k=1

toplaminin degeri kagtir?

s (i)

k=1

toplamimin degeri kagtir?

6. i1%=-1 olmak iizere
24

S

nm=

ifadesinin degeri kagtir?

7. i%=-1 olmak (izere
2014

S

k=0

ifadesinin degeri kagtur?

8. i°=-1 olmak lizere
18

S

n=0

ifadesinin degeri nedir?
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< TOPLAM VE GARPIM SEMBOLU

‘ . ; Art arda iki tane toplam semboli olmasi korkutmasin 4 1
9. #(x) =4x + 3 olmak Uzere, : n R . " . .
® c;ma ! 13. Zak =2n2 sizi. Once ictekini halledin sonra da digtakini. 4. Z z (k n? 4+ 2)
A= Zf(k) k=1 k=3 n=-2

- : Ornek Soru Y

koast olduguna gdre, a, +a, +a, toplami kagtur? : . toplarinin sonucu kagtir?

olduguna gore, A kagtir? ‘ ; Z Z (2}( " nz)
e k=2n=3

toplaminin sonucu kagtir?

Cozelim®

Az dnce ne dedim?

Once igtekini halledin. Sonra da digtakini.
Peki, dyle yapalim bakalim.

3 5
’ : 2) . 4 3
103, =3, xp=—4 olmak izere n - 2, 2, (2een®)= 3 |2kegedrtoazkezg) | .
14, Zakmn +1 ke2no3 ke2i n=3 n=4  n=5 . Ak +i)
2 k=1 . _ Gerisi bildidiniz gibi. Dizenlevip k ya deder verecek- k=1 i=t
Z(xk 1) (% +2) 3 siniz. ifadesinin degeri kagtur?
k=1 olduguna gore, (ag +a, +a3)——(a1 +32) farki kag- _ 3
ifadesinin degeri kagtir? tr? j 2 {6k +50)=6.2+50+ Q;:f‘_j__f’_q =130
R k=2 k=2igin k= 3igin
Anlagtidi mi?

Devam edin bakaim®
2 3
. >3 (4k-n)
’ K=1n=2

toplaminin sonucu kaguir?
5 2

‘ 6. Z (k=1
1.4(x) =3x~1, X =2 Xo=-2 olmak lzere, % : K=1i=1
, > ay =3n-11 |

> %o 1) | k=

n=t olduguna gdre, ag kagtr?

ifadesinin degeri kagtir?

fadesinin degeri kactir? s 4
2. Z Z mn
ms=0n=1

toplaminin sonucu kagtir?

2 3
7. Y D (k3
) X , K=ti=1
12. f(x) = x* - 3x ~ 5 olmak lizere, = :
) ] oImag ta 16. ;ak XEax+3 ifadesinin degeri kagtir?
= 3 2 3
K= % (k+k) ) ) : R ,
R;ZO olduguna gére, a3 kagr? .;; . ; ;2 (Sk +n )

olduguna gore, K kagtir? toplaminmin sonucu kagtiw?
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3 2
8. Z (k+1)

ifadesinin degeri kactir?

[\v]
ha

ifades:nm degerl kagtir?

Tabii lc tane olmasi da korkutmasin sizi.©@ Mantik
yine ayni. Degdigkene defer verin ve toplayin.

‘33 2
10. ZZZ (n-k+p)

k=1 n=2 p=0

toplaminin sonucu kagtir?

4 3 2
i1. Z ZZM]H(
k=3 i=2

ifadesinin degeri kaqtlr?

TOPLAM VE GCARPIM SEMBOLU

]
1.1
12 Z(k k+1)

ifadesinin degeri kagtir?

Su fic soruyu Ostieki soruya benzetip cbzmek lazim@ 1.
23
1
13. e
] ; k{k +1)
ifadesinin degeri kagtir?
11 " L
14. 9
2 .
o 3.}( +k E
ifadesinin degeri kaginr?
3

27 1
15. SN —
é K? + 3k +2

ifadesinin degeri kagtir?

Gordluginiz Gzre hundan énceki antrenmanlarda so-
rulann hig birinde formdii filan yoktu.

Arhik dzelliklere gegelim. Misaadenizle® Gergi son
sorular biraz giciktt ama olsun.©

Toplam Semboliinlin dzellikleri

Hani 6zeliik dediysem 8yie uzun uzadiya seyler degil.
Mantidimzla siz bile gikarabilirsiniz bu sonuglan.©
Ama yine de yazdigimda korkup kagmayin® Harfli
marfli yazinca zor gibi duruyoriar. Ama rakamlara do-
klince daha sevimli oiuyorlar.©

ZC=C+C-{-C+...+02I"I.C
bt S
k=1 ntane

Yani dedisken igermeyen toplam olunca terim sayis
ile sayly: direki garpin,
Ornegin

10
Z 5=10-5= 50 (Burada 10 tane 5 toplaniyor.)
k=t

Peki, su toplamin sohucu na?
18
D e

k=1 6

3n degil mi? Cankl bunda da 18 tane toplaniyor,

. Dediskenin yanindaki say) toplam semboliiniin digina

gikariabilir. Demek istedigim su:
g .2 3 2
Meseld, > 4k* =43 k* oldugunu gbrin isterse-
k=1 K =1

5 5
niz.Veya » 3k =33 k oldugunu.
k=0 K =0

3
. Z (%(2 + 3k) gibi toplamlar hesaplarurken bunun

k=0

3 3
yerine Z K%+ Z 3k yazmanizda hichir sakinca
k=0 k=0

yok,

Korkmayin. Sonuclar aynt gikar. Gériin isterseniz.©

Sinir degigtirme olays.

Biderleri de énemliydi, Ama bu sanki biraz daha
&nemii gibi, Gergi OSYM deki amcalar son 30 yilda
sormarmislar, Ama balli mi olur?@

Sinir degistirmeyi Kiiglk bir iki drnekgik dzerinde izah
edeyim.

5 52

> 4k toplamiyla Y 4k + 2) toplamt,

k=3 k=32
Ayn| sekiide

4 s 4+4

3 k* toplamiyla 3 (k - 4)? toplanu esittir.
ke -3 k= -3 +4
Bir gey aniadimiz mi?
Sunu yaptim. Alt sinirdan kag ¢ikardiysam st senir-
dan da ayni sayiyr ¢ikardim. (Tabii alt sinira eklediy-
sem Ust sinira da ekledim.) Fakat k yerine ne yazdi-
Gima dikkat edin.
Stirlardan 2 gikaninca k yerine (k + 2} yazdim.
Sinirlara 4 ekleyince ise k yerine (k — 4) yazdim.
$imdi anladiniz mi?

2] 843
Qzaman 3 (5k+2)= > (5(k-3)+2) ok
Kz — 2 K= — 2+3

dugunu girlin ve simdilik ge¢in bu olay.

lyi de ne zorumuz var ki simirlart degistiriyoruz? Zo-
rumyz olmazsa degigtirmeyiz herhalde.© Birazdan
gdreceksiniz zaten. Bu konudaki formiilerde alt sinir
hep 1 den haglivor. Formill dediysem biri, bilemediniz
en fazia ilk ikisi dnemii olan dért tane formiil var zaten.

Iste formiililer®

n{n+1)

Zk 1+243+4+... +n=
K=l . .

o L ket 3o 1=t
Zr m1+r+r R I SOPE S SLa
! ] i-r

2 ~13+23u;~33+ ML

k=t 2

ik ”12+22+32+ «;»n. nn+iien+1)
6

k=1

Formiilieri zaman kazanmak igin kuilanacagiiz. Oyle
va vaklimiz ¢ok deferli®

Ve formUllerde alt sinirlarin hep 1 den basladifina
dikkat edin. Eger alt sinir 1 dedilse sinir dedistirme
olayina girip 1 yaparsimiz arhk.

Yalmz formilieri 6grendiniz dive gidip her soruda kul-
lanmaya da galismayin. Alt ve st sinir arasmdaki
fark az ise deger vererek ¢bzmek daha giizel. Bence
tabii ki.© Tecriibe bunu gerekfiriyor.

Kisaca ig uzayacaksa formil kullanin.
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9
1. ;5

ifadesinin degeri kactir?

11
2. Zs
K=0

ifadesinin degeri kagtir?

25
3. Zk=125

o

olduguna gore, k kagtir?

14

4, Z a =100

m= 5

olduguna gore, a kactir?

16

D (x+1)=55

k =86

oldufiuna gére, x kagtr?

ifadesinin degeri kagtir?

ifadesinin degeri kagtir?

ifadesinin dederi kagtir?

ifadesinin degeri kagtn?

15
2. ;(kaﬂ

ifadesinin degeri kagti?

3k

e

K1

ifadesinin degeri kagtr?

4. i(aa +2)

a=1

ifadesinin degeri kacgtir?

ifadesinin degeri kagtir?

15

6. > (si+1)

i=

ifadesinin degeri kagtir?

8

7. Y (3k+i)=108

imA

olduguna gore, k kagtir?

12

8. Z(a-k+1)=168

k=1

olduguna gore, a kagtir?
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10
0. Z(Sn +a)=205

HE

olduguna gore, a kagtir?

10

1.  ».n?

n=1

ifadesinin degeri kagtr?

10

M. Y (ek? -8

K =1

ifadesinin defleri kagur?

10

12. Y [(4n?+1)

n =1

ifadesinin degeri kagtir?

10

13, Z(4k2~2k)

K =1

ifadesinin degeri kagtir?

10

4. Z(az +Ba+2)

a=1

ifadesinin dederi kagtir?

9
15, >kl
k=1

ifadesinin degeri kagtir?

10

16. Z(x -2)(i+3)

=1

ifadesinin degeri kagtir?

& TOPLAM VE CARPIM SEMBOLU

10
DN
m =1

ifadesinin degeri kagtir?

10

2, ‘Z(Bm%zmu)

m=1

ifadesinin degeri kagtir?

5

3, Z (4x3 —6x? & 3)

X =1

ifadesinin degeri kactir?

<]
4. Dafa-1a+1)

a=1

ifadesinin degeri kagtir?

15
2,2"
k=0

ifadesinin degeri kagtir?

11
23"
k=0

ifadesinin degeri kagtir?

1
3
k=0

ifadesinin degeri kagtir?

a=ZBk

Ksa O

olduguna gbre, a min 5 ile b&liiminden kalan kag-
tr?
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81
9. ZT"
ne=1

toplaminin birler basamadg: kagtir?

12
10. > (k-4
k=0

ifadesinin degeri kagtir?

1. Z (k+10)
K=-8
ifadesinin degeri kagtir?

13

12. Z(skms) '

k=4
ifadesinin degeri kagtir?

13. i (k2+6k+10)

K = -2
ifadesinin degeri kagtir?

14
14, Z gk+4

k=-3
ifadesinin degeri kagtir?

14 3

15. Z Z (2n+k)

K=5ns=-1
ifadesinin degeri kagur?

2 3

16. Z Z (nk - 2)

k=3 n=2
ifadesinin degeri kaghir?

2
e

TOPLAM VE CARPIM SEMBOL(}

Bazen toplam sembolii altinda verilmeyen ifadelerin-
de foplarmi bulmak igin toplam semboliinii kullan-
mak icap eder. Ya da uzun uzun toplamak®

Once su toplamiar toplam semboli kullanarak lfade
edin bakalim.

Agagidaki toplamlar toplam sembaolii kullanarak
ifade ediniz.

a) 3+6+9+.--+36

b) 3+7+114.-499

Asafiidaki toplamlan toplam sembolit kullanarak
ifade ediniz,
a) -8-3+2+7+--+47

b) ~52-47-42-..+8

Agagidaki toplamian toplam sembolii kullanarak
ifade ediniz.

a) 13+2-4+3-5+-..+423.25
b) 23+45+67+-.-426.27

4. Agagidaki toplamian toplam sembolii kullanarak

ifade ediniz,
1 1 1 1
s
TR W i Y i T
b) ! + 1 + 1 et 1
2-5 4.7 6.9 20-23

5. Asgagidaki toplamlar toplam sembolii kullanarak

ifade ediniz.
1¢,2,3,4 . ...21
W Tttt T T T e
b} i+__2__+_3__+ stm
120 3 15!

5+9+13+17+ ... +81
toplammin sonucu kagtir?
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7. -4+ 34+10+...+45

toplammin sonucu kagtir?

8. 50 den kigiik 4 ile tam bbllinen dodal sayilarm
toplam: kagtur?

9. 32 ile 123 arasinda 5 ile tam bdliinen dogal sayila-
rin toplam: kactir?

10. 5 jie bolindiigiinde 2 kalanini veren iki basamakh
dogal sayilarin toplami kaglir?

11. 1.2+23+3.4+...+20.21

toplaminin sonucu kaghir?

12, 1.3+25+3.7+...+20.41

foplaminin sohucu kagtir?

1 1 1,y 1

Y I

toplaminin sonucu kagtr?

13,

44, 1+4+9+16+ ... +400

toplaminin sonucu kagtir?

2,
o

TOPLAM VE CARPIM SEMBOLU

CARPIM SEMBOLU

Garpim semboliindeki mantik da toplam sembolin-
deki gibi. Ama burada degdiskenin her degeri igin el-
de edilen sonuglar toplamayip carpacaksiniz.

QO kadar...

Demek istedidim su:

5
H k =1.2.3.4.5 dernektir.
k=1

Ayni sekilde, fl {nz +1) 2(22 +1}(32 +1) ve
n=2

ﬁ (%=1 =(x=1) (%, =1 dir.

i=1

Zaten birazdan gdreceksiniz. Garpim sembolil iie ilgili
gelebilecek ok da fazla soru tipi yok aslinda.

Once formiilsiiz cdziilebilenler. .. Buyurun bakalim.
Deger verip verip ¢arpin.

19

[1 -8

K=1
ifadesinin degeri kagtir?

20

[1 -2

K=-2

~ ifadesinin degeri kagtir?

Fark ettiniz mi?

Degigkenin herhangi bir degeri igin garpim semboli-
niin yanindaki ifade sifir gikiyorsa sonug direki sifir,
Onun igin sirlar arasinda sifir yapan deger var m)
dive bakmak lazim.

10

3. IT (¥-2c-15)

k=1
ifadesinin degeri kagtir?

2

4. H(z"—1)

k=~ 3
ifadesinin degeri kagtir?

20

. [

k=0
ifadesinin defieri kaciir?

6. ﬁ(km)(xmm)
k=1

ifadesinin dederi kaghr?
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2%

7 H k fk24

K= ~6

ifadesinin degeri kacur?

49
8. 3k - 1056
k+75

ifadesinin dederi kagtir?

ifadesinin degeri kagtir?

122

10.  JTlog(k~11)

k=12
ifadesinin degeri kagtu'?

89

14. H(1-%}

k=2
ifadesinin degeri kagtir?

80

1
12. H(1 N -k-)
=1
ifadesinin degeri kagtir?

51

o )

k=1
ifadesinin degeri kaghir?

63
14, Hiogk(kM)
k=2

ifadesinin degeri kagtir?

TOPLAM VE GARPIM SEMBOL(

Carpim semboltiyle ilghi gimdiye kadar ki antrenman-
larda formil mormil yokiu girdiigiiniz gibi. Demek ki
burada sembolierin ne anlama geididini bilip cesaret-
le bu igin Uzerine gitseniz bu olay da tamamdir.
Carpim semboliinil gdrdiglinidzde ne yapacadinizi
bilin yeter. Gergi bzellik diyebileceginiz bir iki sey var
ama cok da dnemli dediller.

Iste garpim semboliiniin dzellikleri

5 .
H2=2-2-2-2-2=25 demektir.
k=1

8
Ayni sekilde ﬂsms-s.s»s.s.smsﬁdlr.
k=1
Anladiniz mi ne yaphdimzi?

ikinde 5 tane ikinin garpimi aldugu igin sonug 2 Gzer
5 e, ikincisinde ise 6 tane 3 (n garpimt oldudu igin
sonug 3 (zeri 6 ya esit oldu.@

Sunlarin sonuglarini da siz bulun bakalim.

20
I1s-
K=
I]4-
k=1

itkini 52 ikincisini de 4" bulduysaniz devam
edeyim.©

6 .
Hk=1.2.3.4‘5.6=6! dir. Ayni sekilde
K =

6
sz =12.22.3% . 4% .52 . 62 = (61)2 ve yine ayni
k=1

10
mantikla Hk3 = (101)3 diir.
k=1

Siz de suniarin sonucunu bulun bakayim.@

25

Kk =

K1

12

[

koe1

40

=
o
it

Sirasiyla 251, (120)* ve (401)® buiduysaniz aferin.©

5
sz = (2.1).(2.2).(2.3).{2.4).(2.5) = 25 51
Kow

10
H3k=31°.101
k=1

12
stz =512 (1212 dir.
k=1

Fark ettiyseniz burada ilk séyledigim iki sey bir arada
buiunuyor.,

Su daha dnemii gibi®
10

10 10
H k(k +1) = Hk : H{k +1) olarak yazilabilir.

K o=1 K= k=%

Highir sakincas! yok. Hatta faydasi bile var. Birazdan
goreceksiniz.©
15

Ayni sekilde H (k2 m4}m~= ﬁ:(kmz)- ﬁ(k +2)
K=3 k=3

k=3
seklinde ifade edilebilir.

Yani, demek istedidim su ki garpim durumundaki bir

ifade iki ayn carpim semboil kulianilarak da garpila-

bilir. Bunun ise yaradi§) sorular genelde gok da kolay
degdildir ashinda. Ama siz yaparsiniz@

10
‘HZ
k=

ifadesinin degeri kagtir?

34
Ha
i=15

ifadesinin degeri kagtir?
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3. ﬁk = 27

i=1

olduguna gbre, k kagtr?

41
4. ;}%

ifadesinin degeri kagtir?

5. fim3
k=1

ifadesinin degeri kagtir?

10

6. e+

k=1

ifadesinin degeri kagtr?

Su sorutars iki ayr carpim sembolll kultanarak ¢iz-
mekie blylk fayda var.©@ Su bizim 4. 6zellikieki gibi

yani,

15
7. Ilum_m
k=1

ifadesinin degeri kagtir?

9

8. I](ﬁ—ﬂ

K=2

ifadesinin degeri kagtir?

9. ]%E(kz-—10k)

K=

ifadesinin degeri kagtir?

ifadesinin degeri kagtir?

& TOPLAM VE CARPIM SEMBOL{

11 2 1
H né -4

nw=3

ifadesinin dederi kagtir?

ﬁ{h n25—9}

n=4

ifadesinin dederi kagtir?

Son olarak suna da bakip bitirelim bu konuyu.,

21
H 2k - 21' 22- 23_" 221 = 21+2+3+...+ 21

k=1
21

>k
P 2!(51

10 3 (2n-1)
Ayrs mantikla H 32n-1 L gis yaziiabilir.

n=1%

Yani, sayinin Gssd k I filan olursa Uste toplam yapiii-
yor,

Bu dzellik verdidim drnekgikie biraz basit gibi duruyor.

Ama {is biraz kariginca azim faydasi var bu dzelii-
Gin.@

Peki, agafjidakilerden hangisinin sonucu 2%

oldugunu bulun bakalim®@
10

I H23n -2

n=1
Il

1. 22p +1
p=1
Il

1ll. 24k ~10
k =1

Hangisinin mig? 111, niin diyorsaniz haklisiniz.@

a esit

4
3k
kK=-3

ifadesinin degeri kagtir?

21

[]e"

k=1

ifadesinin degeri kagtr?

15
[1>

k=8

ifadesinin degeri kagtir?

5
24k»~5
11

ifadesinin degeri kagtir?
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5 4 5

7. H z 3 1. H H2kn

HER-3 £ ' k=1n =1

ifadesinin degeri kagtir? ifadesinin dederi kagtir?
2 3 .. . ., .
12. %2 4+ 2x + 4 = 0 denkleminin kékleri x. ve x,, dir.

8. _3%-6 Ve x;

PNISE :

1= ES

Buna gére, Hxi ifadesinin degeri kactir?

olduguna gore, a kagtir? ol

13. x? ~ 3x + m = 0 denkleminin kdkleri x, ve x, dir.

16 13
2 2 .
9. ;; B(ab 493) II(xi +1)=8 olduguna gére, m kagtir?
{m=

ifadesinin degeri kagin?

11
14, A= H9"+2
N

3 2
10. Hﬂ(k +1)
k= 1tie=1

ifadesinin degeri kagtir? olduguna gbre, A? sayisimin birler basamag kag-

tir?
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DIZILER

DiZILER

Fonksiyonlan biliyorsamz acayip kolay bir konu.
{Gerci bilmiyorsaniz da zor degil.) Hepinizin gok rahat
anlayabilecedi bir konu.

(Onee dizinin ne demek oldugunu sdyleyeyim.

Belli bir kurala gbre yazilmis sayi gruplarina says di-
zisi denir. Diziyi olugturan sayilara ise dizinin terim-
leri denir. :

Fakat bir sayl kiitmesinin dizi olmasi igin, dizinin
nasli olustugunu gbsteren bir kurail olmasi ve grup-
taki her elemanin bu Kurala uymas: gerekiyar.
Mesela 2, 7,12, 17, 22, 27, ... sayilan § e béHinGn-
ce 2 kalani veren dodal sayilardan clusmustur.
Peki, bu diziye bir kura! uydurmak isterseniz bunu
nasi! ifade edersiniz?

Ayni sekilde, 1, 4, 9, 16, 25, ...sayilan ise pozitif tam
sayilarin karelerinin olugturdugu bir dizidir.

Iste dizi bdyle bir sey. Anladiniz mi simdi?©

Daha bilimsel bir farum yapayim.
Tanim kimesi pozitif tam sayilar ve deder kiimesi re-
el sayiar olan her fonksiyona reel sayi dizisi denir.

Bir dizide n. terimi veren badintiya dizinin genel te- -

rimi denir ve a_ ile gosterilir.

Fonksiyonlarda f(1), (2}, ,.. gibi deger]éri bulabiliyor-
saniz (ki bulabildidinizi biliyorum®) burada isiniz da-
ha kolay. Yalnz burada f yerinde a_ var o kadar.

Genel terimi a_ olan dizi (an) ile gbsterilir.
f(ny=(a,)={aya,84 .2, ..) dizisinde n ye 1
verince dizinin biringi terimini, 2 verince de ikinci te-
ririni bulursunuz. Yani,

a, : dizinin birinci terimi

&, : dizinin ikinci terimi

a, :dizinin n. terimi (genel terimi) dir.

Bir de dizilerle ilgili sorulan gozerken n ye sadece
pozitif tam sayi defierler verebilecedinizi de hicbir
zaman unutmayin. { mi?

Ornek Soru

(an)m(3n+1)

dizisinin ilk terimi ve yedinci terimi kagtur?

Cozelim&

ilk terim birinci terim demek zaten. Bir dizinin birinci
terimi de n ye 1 degert verilerek bulunur.

n=1igin a3, = 3.1+ 1 =4 tir. Yedinci terimi ise n ye
7 verilerek bulunur.

Budan =7 igin a; =3.7+1=22 dir.

Var mi ki zor bir sey?

Gerisi de aynen béyle. Belki dizinin Kurali biraz dedi-
sik olabilir. Ve belki biraz da sorulan seyier.© O ka-

dar.©&
Ama yaparsiniz ki zaten.©

. Genel terimi,

a, =3n+2

olan dizinin yedinci terimi kagin?

2. Genel terimi,

a, =02 +2n+1

olan dizinin dokuzuncu terimi kagtir?

3. Genel ferimi,

|3
a,=vn +8

olan dizinin iigiincii terimi kagtir?
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4. Genel terimi, n
8. (an) = (-:-3-««} 1.
a, =5n-2 nl
olan dizinin kaginci terimi 28 dir? . -y
ciduguna gore, . orani kagtir?
3
5. Genel terimi,
=92
A, =2n" -3 . (a,)=(3n-18)
o - s>
olan dizinin kaginc! terimi 47 dir? dizisinin kag terimi negatiftir?
2n-12
imi . a_|=| =
6. Genel terimi, 10 (a,) ( o ]
8, =0° =3n+1 dizisinin kag terimi negatiftir?
olan dizinin kagtne: terimi 19 dur?
7. Gene! terimi,
_Bns+d 11. (an)z(M)
n"2n-5 2n+1

olan dizinin kaginc: terimi 8 dir?

dizisinin kag terimi pozitiftir?

DIZILER

(an)={n2+2)

dizisinin ilk g terim toplarm kacgtir?

{a,})=(2n-1)

dizisinin ilk 7 terim toplami kagtur?

e-(22)

dizisinin ilk 16 terim carpimi kagtir?

(a,)=(10-2n)
dizisinin ilk 15 terim garpimi kaguir?

$u sorularda toplam sembolii kullanmak daha
mantikl. Tecriibe dyle diyor. Ama yine de siz bilir-

siniz. &

5. Genel terimi,
a, = 4n-+1

olan dizinin ilk 10 terim toplamu kagtir?

6. Genel terimi,
a, = 6n2 +20 -1

olan dizinin ilk 10 terim toplarm kagtir?

: (an)=[i 2«}

k=1

dizisinin ilk dért terim toplami kagtir?

n

8. (a,)=] D (2k+1)

k=21

dizisinin ilk 10 terim foplami kagtir?
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9, (a,}= Qk

dizisinin ik dort terim toplams kaghir?

0. {(a,)= ((w‘l)"(%n)

dizisinin ilk 20 terim toplamy kagtir?

1. (a,)= ((—1)"(2n+3))

dizisinin i1k 18 terim toplami kacgtir?

12. (an):((_n"“s‘w)

dizisinin ilk 15 terim toplam: kagtir?

& DIZILER
13 (a )_{nz’ ntekise 4. Genel terimi,
N nt™ _ i
3n-~2, ngiftise . 23+1§_

olduguna gére, a; - a, farki kagtir? )
olan dizinin kag terimi tam sayichr?

2. Genel terimi,

a_=n?+2
n

n?+1  n=2{mod3)ise N

14, (an): 3,12,4, n=1(mod3)ise

4-n, n=0(mod3}ise

olan dizinin tam say: olan terimierinin topiami
kactir?

olduguna gire, a, +a, +a, toplami kagir?

n, n=0(mod2)
15. (an)m{_n, n51§20d2)

olduguna gore, (a )} dizisinin ilk 30 terim toplam

kagtir?

(2

dizisinin kag terimi tam sayidir?

n? +2n, n=0(mod3)
16. {a,)=in-2, n=1(mod3)
n+1 , n=2{mod3)

()= 5557°)

dizisinin kag terimi tam sayidir?

32+a3

olduguna gore, orani kagtir?

4

-]

dizisinin kag terimi negatiftir?

(on) (%55

dizisinin kag terimi pozitiftir?

(an)=(—n2 +n+30)

dizisinin kac terimi pozitiftir?

(an) = ('55?3_:?')

dizisinin kag terimi %ten bilyakiir?
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9. Bir (a,) dizisi igin,
a,=a , +5n+2 ve a; =20 olduguna gdre, a,

kactir?

10. Bir (an) dizisi igin, a,,,4 =a, +3n~1 veriliyor.

a, =2 olduduna gore, a, kactir?

11. Bir (a, ) dizisi igin,

_ 2 - - o
Byn.q =8y, +0° Ve a, =2 olduguna gore, a,

kagtr?

12. Bir (a) dizisi igin,

a, . =na, +3 vea,=2 olduguna gbre, a,

n+1

kagtir?

13. Bir (a,,) dizisi igin,

n B . "
a4 :(m)-an ve a =220 oldufuna gore,
2y kaghir?

14, Gensl terimi,

S N
non+2 n+3

olan dizinin ilk 17 terim toplam kagtir?

a

45, Gensl terimi,
1
% S hn+ )
olan dizinin ilk 12 terim toplami kagtir?

16. Genel terimi,
1
n2 -+

olan dizinin itk 20 terim toplam: kactir?

an""

%,
000

DiZILER

ARITMETIK Dizi

Dizinin belki de en Snemli kismi. Ve ¢ok kolay.
Aritmetik dizide ardisik her iki terimin fark: sabittir.

(a,) dizisi aritmetik diz ise,
a,-8,=a3-8,=..=& -a ,=ddr

Ardisik terimler arasindaki farka (buradaki d sayisi-
na) dizinin ortak fark: denir.

Aritmetik dizilerde sorulann ¢ogunun ¢oziiminde su

yeterli olur, Ben birkag érnek verayim sonucu siz ¢i-
karin.

IR M 9d

a,,~a, =6d

a,, 85 =5d, ... gogaltabilirsiniz bunlar.

Antadimz mi ne yaptigimi?

Alt indislerin (a min sag altindaki kigik sayilar@) fark:

_neyse sonug egittir o kadar d ye@

Meseld, a,g —a, farki 15 - 8 = 7 oldugundan 7d ye
egittir, ay5—ag = 7d
Ayni gekilde a, ~ay =4ddir.

Kisacasi, olay suraya varacak; bir aritmetik dizide
herhangi iki terimi, ya da bir terim ile ortak farki
verdiklerinde bulamayacagimiz sey yok®

Ornek Soru
Bir aritmetik dizinin (¢lincil terimi 5, ortak farkr3
olduguna gbre, on ikinci terimi kagtir?

Cozelim@
Soruda neyi vermig?
=7

&y =5 ved= 3 Istenen ise a,,

a,,yi a; ved ye bagh olarak yazin bakaiim.
a;, ~a, =9d dir. Oyle dedil mi?

O halde 8y -5=0.3 ten 8y =32 dir.

 Bir zorlugu yok degil mi? ©

Ayrica aritmetik dizinin genel terimi (n.terimi)
a,=a, +(n-1)d

=a, +{n-2)d

=a, +{n-3)d

 Mantigiyla bulunabitir.

1. Bir aritmetik dizinin ilk terimi 3, ortak farki 4 ol-
duguna gdre, onuncu terimi kagtir?

2. Bir aritmetik dizinin ilk terimi 25, orfak farks — 3
olduguna gore, beginci terimi kactir?

3. Bir aritmetik dizide {igiincii terim 5, dokuzuncu
terim 47 oldufiuna goére, bu dizinin ortak farki kag-
i?

4. Bir aritmetik dizinin besinci terimi 8, onuncu
terimi 43 olduguna gore, yirminci terimi kagtir?
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5. ikinci terimi 6 ve beginci terimi 24 olan bir aritme-
ik dizinin genel terimi nedir?

8. Ucgiincii terimi 4 ve yedinci terimi 32 olan bir arit-
metik dizinin genel terimi nedir?

7. Genel terimi a, olan bir aritmetik dizide
8,s — 4,5 =060 oldufuna gére bu dizinin ortak
farki kagtir?

8. Genel terimi a, olan bir aritmetik dizide
a;; =75 ve a; = 33 olduguna gore bu dizinin or-

tak farki kagtir?

9. Genel terimi a_ olan bir aritmetik dizide

a4 =52 ve d = —3 olduguna gore, a kagtir?

10. Genel terimi a olan bir aritmetik dizide

8y, = ~34 ve d = 4 olduguna gbre, a, kagtir?

11. Genel terimi a, olan bir aritmetik dizide

8~
ter?

12. Genel terimi a, olan bir aritmetik dizide
By 8y = 36 ve a, = 3 olduguna gore, &y kag-

tr?

a, =20 olduguna gdre, 8yg 84, farki kag-_ '

< DIZILER

4. Genel terimi a, olan bir aritmetik dizide
ay9—ag =10 ve a, =2 olduguna gére,a , kag-

tr?

2. Genel terimi a, olan hir aritmetik dizide
8y —8, = 4
a, +tag = 24

oldufuna gore, a , kagur?

© 3. Genel terimi &, olan bir aritmetik dizide
a,+a; = 11
a, +ag = 23

ofduguna gore, g kagiir?

Aslinda su sonucu siz de ¢ikarabilirsiniz®
_Bir aritmetik dizide esit sayrdaki terimin alt indis-
- leri toplam: esitse toplamlan da esittir.
| Omegin, a, +8g =8, +a,dir.

- Ayni gekilde, 8g +a,, =84 +a,,dir
Ben dylesine kafama géire yazdim, Gofjaltabilirsiniz
bunlari. Yeter ki egitlifin saf ve sol tarafinda esit sa-

: yida terim (genelde ikiger tane olur) clsun. Ve bu te-
- firmlerin alt indisleri toplami esit olsun.

4, Bir aritmetik dizide ag +a,, =40 olduguna gbre,

a, +ag toplamy kactir?

5. Genel terimi a_ olan bir aritmetik dizi igin
Ay

a1
et 2 OFaAM kagtir?
ag + 8,

6. Genel terimi a, olan bir aritmetik dizi igin

a,+a, +a, +a
14 CL18 oram kagtir?

ag +36

7. Bir aritmetik dizinin arcigik dort terimi 7, x, y ve 13
tilr.
Buna gdre, x + y toplam kaglir?
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8. Bir aritmetik dizinin ardisik alti1 terimia, 4, b, ¢, 8
ve d oldufiuna gbre, a + b + ¢ + d toplami kagtir?

1 7
9. o X<y<z<t<—
7 <X<Y )
sirlamasinda ardisik her iki sayinin farks esit ol-
duguna gbre, x + y + z + t toplami kagtir?

Aritmetik dizilerde herhangi bir terim kendisine sag-
dan ve soldan esit uzakliktaki iki terimin toplaminin
yarisina esittir. (Aritmetik ortalama gibi bir sey®)

a,+a

3

Yani, .. dir.

10. Bir aritmetik dizide a, +a, =24 olduguna gére,

ag kagtir?

11. Bir aritmetik dizide a, =7, a4 =10 olduguna

gdre, dyy kagtir?

12. Bir aritmetik dizide a, =X, a;; =Y olduguna

gbre, a,, linxvey tiiriinden degeri nedir?

Aritmetik dizi de ardisik tg terim verilmigse ortadaki
terim difer ikisinin toplaminin yarisina esit olur.

13. Ardigik Gg terimi sirasiyla
2m+1, 4m—3, 5m +2

olan dizinin bir aritmetik dizi tamnimlamasi igin m
kag olmaldir?

14. Bir aritmetik dizinin ardisik {i¢ ferimi sirasiyla
3m+1, 3m+5, 5m-3
oldufuna gére, m kagtir?

15. x in hangi dederi igin
x+1, 3x—1, 4x+1

sayilan bir aritmetik dizinin ardigik lg terimi ola-
bilir?

& DIZILER

1. Bir aritmetik dizinin ik Ug terimi sirasiyla,
logz(x—'l) .3ve log,186

ciduguna gore, x kagtir?

2. Bir aritmetik dizinin ilk g terimi sirasiyla,
sin?20°, x, cos?20°

oldufuna gore, x kactir?

3. Bir aritmetik dizinin ardisik {¢ terimi sirasiyla

a-2b, Sve2b+4
olduguna gbre, a kactir?

dizi olugturacak gekilde belli sayida terim yer-
lestirilirse...

Taa... En basta sbyledigim seyier yeterli ashinda. Bu-
nun igin yeni bir formiliciige gerek yok.@

{rnek Soru

3 ve 78 sayilarn arasina bu sayilarla birlikte aritmetik
dizi olugturacak bigimde 14 terim yerlesgtiritiyor.
Olusturulan aritmetik dizinin ortak farks kagtir?

Ikl say1 arasina (bu sayilaria birlikte) aritmetik .

Cozelim@
ik terim 3, son terim 78. Araya 14 terim yerlestiriimis.
Yani bu dizide toplam 16 terim var.

3 s 78
s
a, 14 terim a,

Dolaytsiyla olusturulan aritmetik dizide

a,=3 vea,;; =78dr

Bu iki terim yardirmyla dizinin ortak farkeru (d yi)
bulcaz.

8,5 ~8y =15d den 78 -3 = 15d ve d = 5 tir.

Bence formille gerek yok. Ama mutlu olacaksaniz ve-
rayim®@

4. 5 ve 85 sayilan arasina bu sayilarla birlikte aritmetik
dizi olusturacak sekilde 15 terim yerlestiriliyor.
Olugan dizinin ortak fark: kagtir?

5. 2 ve 94 sayilan arasina bu sayllarla birlikte aritmetik
dizi olugturacak sekilde 11 terim yerlegtiriliyor,
OClugan dizinin ortak farks kagtir?

6. —3ve 24 sayilan arasina bu sayiarla birlikte aritme-
fik dizi olugturacak sekilde 8 terim yerlestiritiyor.
Olugan dizinin ortak farki kactir?
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7. 11 ve 83 sayilarn arasina bu sayilarla birlikte ortak
farki 4 olan bir aritmetik dizi olusturacak gekilde n ta-
ne terim yerlegtiriliyor.

Buna gore, n kaghr?

8. 8ve xsayilan arasina bu sayilarla birlikte ortak farki
7 ofan bir aritmetik dizi olugturacak sekilde 10 tane
terim yeriestirifiyor,

Buna gdre, x kagtr?

9. 10 ve 100 sayilar arasina, hu sayilarla birlikte aritme-
tik dizi olusturacak sekiide 17 terim yerlegtiriliyor.

OQlugturulan bu dizinin 10, terimi kactir?

10. — 8 ve 48 sayilan araéma. bu sayilarla birlikte arit-
metik dizi olusturacak sekiide 13 terim yerlestiriliyor.

Olugturulan bu dizinin 6. terimi kagtr?

Bir aritmetik dizinin ilk n teriminin toptami

ik n terim toplami s ile gosterilir.

8, =8,+8, +83 +...+8, demektir. Yani, ilk 5 terim
toplam: yerine a, +a, +a, +a, +ag degilde s5 ya-
zabilirsiniz.

Dolayisiyla s =a, +a, +a,

Sip ® 8y tEy+ot By, demek oluyor.

Bu ik n terimin toplarm; igin kilglk bir formiilciik var®@
Cnu vereyim.

sr-".f_= %(31 + an) dir. Yani ilk ve son terimi toplayip te-

rim sayisinin yarisiyla carpiyoruz.

Grnek Soru

{1k terimi 4, ortak farlu 2 olan aritmetik dizinin ilk
yirmi terim toplam kagtur?

Cozelim®
a;=4 ve d = 2 verilmis.

Sorulan s, nin degeri. Bunun igin bize a,, lazim,
Bgp =8y +19d = 4 +19.2 = 42 yi bulduktan sonra

20 _ =
S, = _2—(31 + azo) =10{4 +42) = 460 1 bulursunuz

artk@

11. lik terimi 10, ortak fark: 3 olan aritmetik dizinin ilk
on iki terim toplam: kactir?

12. Birinci ve 30. ferimlerinin toplam: 40 olan bir
aritmetik dizinin ifk 30 terim toplam kagtir?

& DIZILER

4. Genel terimi, a_ olan bir dizide
a,=3, d=5

olduguna gére, bu dizinin ilk 20 terim toplarm:
kactir?

2. Genel terimi, a, olan bir dizide
= 3, a, = 7

olduguna gare, bu dizinin ilk 15 terim toplami
kagtir?

3. Genel terimi, a, olan bir dizinin ilk n terim toplami s
olmak {zere,
ag -a, =2, a,, =40 olduguna gdre, s, kagtir?

. Yagllan toplarm 50 ofan dért arkadagin yaslar bir
aritmetil dizinin ardigik dort terimidir.

En kiig@igiinin vas 11 olduguna gore, en biiyii-
giindin yasi kagtr?

5. Konveks bir dérigenin ig agilan sonlu bir aritmetik dizi
olusturmaktadir,

En kiigiik i¢ acis1 50° olduguna gbre, en bliyiik i
agist kag devecedir?

8. Genel terimi, a, clan bir dizide

Ay +ag = 20 olduguna gore, bu dizinin ilk 23 te-

rim toplam kagtir?

7. Onuncu terimi 15 olan bir aritmetik dizinin ilk 19
teriminin toplami kacgtir?

8. Genel terimi a, olan bir aritmetik dizide,
86212, a14m44

olduguna gbre, ik on terim toplami kagtir?
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2,
Lo

9. lik terimi 5, son terimi 55 olan sonlu bir aritmetik
dizinin terimlerinin toplan 420 olduguna gére, bu
dizinin terim sayisi kagtir?

85 —8, =38y {ir. Nadenini izah edeyim.

§5 S, :(a1 +a,+a,+a, +ag)-{a,+a,+a, +a,)
Yani itk 5 terim toplamindan ik dérdiini ¢tkarinca
sadece besinci terim kaliyor.

Ayni sekilde s, —S5 =84, S5 -8, = a,g b

10. Bir aritmetik dizide ik n terim toplam: s, olmak
{izere,
s, = n? +2n olduguna goére, bu dizinin beginci te-

rimi kagtir?

11. Bir aritmetik dizide ilk n terim toplam: s, olmak
tizere,

s, =2n° +3nolduguna gbre, a, kagt?

12. Bir aritmetik dizide ilk n terim toplami s olmak
lizere,
s, = 3n? 4n olduguna gore, a, +a, toplam kag-

tr?

13. 9 ve 61 sayilarl arasmna bu sayilarla birlikte aritmetik
dizi olugturacak sekilde 18 terim yerlestiriliyor.

Qlugturulan aritmetik dizinin terimlerinin toplams
kactir?

14. Bir aritmetik dizide ik n terim toplami s_ olmak

tzere,
Sg—Sg = 12
Sg —Sy = 20

ofduguna gore, dizinin ortak fark (d) kagtr?

15. Bir aritmetik dizide ik n terim {oplam! s A olmak

{izere,
§,—8y = 7 o
2,
$19 =S89 =25 L

olduguna gdre, s; kactr?

DiZILER

GEOMETRIK Dizi

Geometrik dizide gok fazla bir gey yok.
Geometrik dizide ardisik her iki terimin oran daima
sabitiir.
a a a
(an) geometrik diziise —2 = —2 = = -
g @ Apq

=r dir.

Buradaki r sayisina dizinin ortak garpam denir.
Geometrik dizi sorularin gdzerken isinize en gok ya-
rayacak olan gey su;

_ 9 . 8 _ 6
a0 =8-T veya a,, =a,.1° veya a;, =a,.r
veya a,, = a5.r5 ... yazilabilir,

Hangist ige yarayacaksa o sekilde kullanmak 1azim.
Buradan varacadiniz nihai netice gu: Bir geometrik
dizinin herhangi iki terimi veya bir terimi ile ortak gar-
pani {r si) verilirse bir slrl seyi bulabilirsiniz.
Geometrik dizinin n. terimi yani (gensl terimi) ise

-1 _ i3

- n-2
a =a,.r1 a,.r'"“=a

ifade edilebiir.

3 ... bigiminde

Aritmatik ve geometrik dizi sorularinin hepsi gok basit
mantiklaria ¢ézilebilir. Yeter ki antathidirn seyleri iyi
dgrenin.

Ama bu sdyledi§im, en basit sorulan bile iginden ¢i-

' ~ kimaz hale getirme konusunda mahir olantar igin de-

gil tabii ki.©

1. ik terimi 3 ve ortak ¢arpam 2 olan geometrik

dizinin 5. terimi kagtr?

Ugiinci terimi % ve ortak carpan: 2 olan geomet-

rik dizinin 9, terimi kagtir?

3. lkinci terimi % ve ortak garpani +5 olan geo-

metrik dizinin 8. terimi kagtir?

4. itk terimi 2, altinc terimi 64 olan geometrik dizinin
ortak garpan: kagtir?

2
3
metrik dizinin ortak ¢arpam kagur?

5. Ugiineii terimi £, dérdiincii terimi 18 olan geo-

6. ilk terimi 4 ve ortak garpani 3 olan geometrik
dizinin kagine terimi 324 tGr?



% DIZILER

7. Alf:ncl terimi 96, ortak garpar 2 olan geometrik
dizinin ik terimi kagtr?

8. Genel terimi a n olan pozifif terimli geometrik dizi igin,
a, =3 ve a; =48 olduguna gbre, bu dizinin ortak

carpani (r} kagtr?

8. Genel terimi a ofan pozitif terimli geometrik dizi igin,
a, = 54 ve a, =2 olduguna gére, bu dizinin or-

tak carpan: (r) kagtir?

10. Bir geometrik dizinin 10. terimi 6. teriminin 5 kati
olduguna gdre, 15. terimi 7, teriminin kac katidir?

Bir geometrik dizide al{ indisleri toplami esit olan
esit sayidaki terimin carpimian da egittir.
Ornegin, a,-agy =a, -a, dir. |

Ayni sekilde ag -a,, =ag -8y, 8, 8y =8, -8, yazi-

{abilir.

Bunlar ezberienecek seyler dedil tabii ki. Bir mantid
vermek igin dylesine yazdim®

Simdi anladimiz my ne demek istedigimi?

Yine aym manttkla a, a4 =ag -agten

2
a,-ag =(ag )" yaziabilir,

11. Genel terimi a_ olan geometrik dizide
a,-dq = 30 oldujuna gére, a, -a, carpim: kag-

fur?

12. Gensl terimi a, ofan geometrik dizide
8585 =2 veay a  =3x-10 oldufuna gore, x
kagtir?

13. Genel terimi a, olan pozitif terimli geometrik dizide

ay -8, =64 olduguna gbre, a; kagur?

% DIZILER

Bir geometrik dizide,
2

a;- 83 = (az)
2

8y 8= (a4)

a,- 8y = (35)2 dir

Buradan bir sonug ¢ikarabildiniz mi?

iki terimin carptmi bu terimierin ortasinda buiu-
nan terimin Karesine esgit oluyor®

Ornedin, birinc ve Giglincl terimin ¢arpim:, buniarn
ortasindaki ikinci terimin karesine esittir,

Yani, a,- a, z(az)z dir,

. Genel terimi a_ olan pozitif terimii geometrik dizide

a,-ag =25 olduguna gbre, a; kactir?

-+ 2. atam say olmak iizere,

3a~-2,a+1t,a+3
sayilarn bir geometrik dizi olugturduguna goére, a
kagtir?

3. ik g terimi sirasiylax — 3, x ~ 1 ve xx + 3 olan

geometrik dizinin ikinci terimi kagtir?

4, Ardisik Gg terimi sirasiylax ~ 1, X ve X + 2 olan
geometrik dizinin beginci terimi kagtir?

5. tani5®, xvetan75° terimleri pozitif terimii bir
geometrik dizinin ardigtk tig terimi olduguna gore,
x kagtir?

8. log, 9, m, log,4

sayilar pozitif terimii bir geometrik dizinin ardigik
li¢ terimi olduguna gbre, m kagtir?

7. 5 terimli bir geometrik dizinin terimlerinin garpim
32 olduguna gore, bu dizinin 3. terimi kactir?
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8. Pozitif terimli bir geometrik dizinin ilk terimi 2 ve
il ¢ teriminin toplami 28 olduguna gdre, ortak
garpani kagtir?

9. Pozitif terimli bir geometrik dizinin ilk terimi 2 ve
ik {i¢ teriminin carpimi 84 olduguna gbre, ortak
carpan: kagtir?

10. Pozitif terimli bir geometrik dizinin ilk terimi 3 ve
ilk ii¢ teriminin toplami 21 olduguna gire, dor-
diincii terimi kactir?

11. Genel terimi a olan pozitif terimli geometrik dizi igin,
a,+a, =8

a,+a, =24

olduguna gdre, dizinin ortak garpam kagtir?

4. Hk terimi 1, ikinci terimi 3 olan bir geometrik dizi-
nin ilk 10 terim toplam kagtir?

12. lik terimi 3 olan pozitif terimii bir geometrik dizide,
a, +ag =60 olduguna gobre, dizinin ortak garpant

kagtr?

2. Ugtincii terimi 12, beginci terimi 48 olan pozitif
terimii bir geometrik dizinin ilk 20 terim toplam:
- kaghr?

Bir geometrik dizinin itk n terim toplami

Geometrik dizinin itk n terim foplami su sekilde bulu-
nuyor. {Ispata girmiycem®)

§ =a,+da,+..+8 =3a A=t dir
no " 27" %n 1 qer '
Bu da geomeirik dizi de biimeniz gereken tek for-

mil&

" 3. lik sekiz terim toplamimim ilk dort terim toplamina
2+ orani 5 olan pozitif terimli bir geometrik dizinin

: ortak carpan kagtir?
43. ilk terimi 1 ve ortak garpani 2 olan bir geometrik S

dizinin illc 10 terim toplam: kagtur?

4. Bir geometrik dizinin ilk alti terim toplaminin ilk dig

 term toplamina oram 28 dir.

* Bu dizinin kinci terimi 2 olduguna gore, beginci

| terimi kagtir? ‘

14. ilk terimi 2 ve ortak garpan 3 olan bir geometrik
dizinin ilk 12 terim toplam kagtir?

5. Bir geometrik dizinin ik on terim toplaminin itk
beg terim toplanuna oram 33 oldu§una gére, bu
dizinin ortak ¢arpam kactir?

6. ilk terimi 2, ortak garpami 3 olan bir geometrik

dizinin ik n terim toplami 3% -1 olduguna gére,
n kactir?

7. ilk lig teriminin toplami 21, garpinm 216 olan artan
bir geometrik dizinin doérdiincii terimi kaginr?

8. Ik li¢ teriminin toplami 7, garpumi 8 olan artan bir
geometrik dizinin ortak garpam kagur?
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Terimler hem aritmetik, hem geometrik dizi olug-
turuyorsa bu terimierin hepsi birbirine egittir.

-8, a~3, Zat+rhveZa+1
sayilart hem aritmetik hem de geometrik dizi olug-
turduguna gore b kactir?

10. x 0 olmak dzere,
4xy, 2x+y ve x%y
sayilar hem aritmetik hem de geometrik dizi olug-
turduuna gore x kagtir?

11. y > 0 clmak {izere,

2x+y, 3xy ve 2%
Y

sayilarl hem aritmetik hem de geometrik dizi olug-
turduguna gore x + v toplami kagtir?

12, 2%+v 2355 ya 16
sayilari hem aritmetik hem de geometrik dizi olug-
turdugiuna gére x — y fark: kagtir?

13. Ardigik dér terimi
a+b, 2a+6, a+2c 5b
olan dizi hem aritmetik hem de geometrik dizi be-~
lirttigine goire, ¢ kagtir?

14. x tam say| olmak lzere,
2, %Y 9
sayilarinin itk {icii bir aritmetik dizinin, son {igi
ise bir geometrik dizinin ardigik {ig terimi oldugu-
na gbre, x.y carpim: kactir?

15. ik terimi 2 olan bir aritmetik dizinin biringi, Ugtincd ve' .
dokuzuncu terimleri artan bir geometrik dizinin ilk (g
terimidir.

Bu geometrik dizinin beginci terimi kagtir?
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A kiimesinin her bir elemanin B kitmesindeki yainiz-
ca bir elemanla egleyen A dan B ye her bagintiya
fonksiyon denir ve

f: A —» B bigiminde gbsterilir.

= Gorintl
Kiimest

Tamim Kiimesi  Deder Kiimesi

Burada, A kiimesi fonksiyonun tanmim kilmesi, B ki-
mesi de fonksiyonun deder kiimesidir.

Tamm kiimesi = A={1, 2, 3, 4}

Deger kimesi =B = {a, b, ¢, d}

Verilen f fonksiyonunda f: 1— b dir. Ve bu§{1) = b
bigiminde ifade edilir. Bu 1 in f fonksiyonu altinda-
ki goriintiisiiniin b oldugu” anlamina gelir.

Ayni sekilde £(2) = ¢, f(3) = ¢ ve 1(4) = d dir. Bu fonk-
siyon f = {(1,b}, (2,c}, (3,c), (4.d)} bigiminde ifade edi-
.- lebilir. Dikkat ettiyseniz fonksiyonun gériintli kimesi

" f(A) = {b, c, d} dir.

Fonksiyonda gbriinti (deder) bulma olayi

Bir fonksiyonda x e (degiskene) uygun kosuilarda her

. deger verilebilir. Yeter ki x gbrd0giniiz her yere aymi

"' de@eri yazmayi unutmay:n.

* {Ama x gérdiiginiiz her yere ayni degeri yazmazsa-
mz yamulma olashiginiz yliksek@)

Snamii.
" Ne demek istedigimi daha iyi antamak igin inceleyin

bakalim su ¢6zUmil Srnegi.
" Ornek Soru

=y :f(x) =4x + 2 olduguna gore,
= a) f(4) degeri kagtir?

b) f(%) degeri kagtir?

: . Bakin Canlar! Bu séyledigim seyler acayip derecede

Cozelm®@

Bu tilr sorulan gézerken@unu gnutmaytn yeter.
Fonksiyonda x yerine deder yazarken o egitlikte x
qordiidiniz her yere ayn: dedieri yazmak [azim. Yok-
sa cevap gikmiyor da©

Bakaiim,

a) x=4icinf{4)=4.4 + 2 =18 dir.
=§,' 1 3 P ,g =

b}y x 7 ioin f(z)mzt 4+2_50Iur.

Fonksivon grafigi nasi okunur?

Fonksiyonlarin grafi§ini okuyabilmek acayip énemH.
Goreceksiniz zaten. Sadece burada dedil, limitte, (-
revde ve integralde de 1dzim olacak. Onun igin bu
olay: iyi kavramanizda fayda var.@

Simdi size yahgi bi grafik gizeyim.

yd
/ 0
Bu grafik Ozerindeki A(a,b) noktasimin neyi anlatbigini

izah edeyim.
Olay su: T fonksiyonunun grafigi A{a,b) noktasindan

gegiyorsa fla)=bve | ‘1(b)ma dir,

Anladiniz mi?

Ornedin " §(2) kagtir?” sorusunun cevabi ile "fonk-
siyonun grafifi Gzerinde apsisi 2 olan noktanin ordi-
nat: kaglir?"sorusunun cevabi ayridir. Giinki ikisi de
ayni soru da ondan®

Bu da fonksiyonun x = 2 igin aldifj degerdir.

Size gimdi a b b li degil de {izerinde sayiar olan bir
grafik gizip onun Gzerinde netlestireyim bunu.

f(x)

Cizdigimi f fonksiyonunun grafigi {--3,0}, {0,2) ve
{2,4) noktalarindan geciyor. Iste bunun anlami
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f(—3)=0ve 10} =-3
f0y=2vef¥(2)=0

#2)= 4 ve F71(4) =2 dir.

Mesela yukardaki grafige gbre gdyie bir gey sorulabi-

lir: "(fof){0) kagtir?”

{lk énee sunu hatirlayin. (fof)(0) = f(f{0)) demekdi.
Oncs f(0) in kag oldugunu girin. §(0) = 2 olduguna
gbre, D) = {2) olur.

(2} de 4 e esit olduguna gore (fof){0) = f(2) = 4 ol-
mug olur.

Var mi bir zorlugu?

Gerisini antrenmantara birakiyorum artik.

b £(x)

5
2
-2
/ 0
Yukarida grafigi verilen f fonksiyonuna gbre,
a} f(-2) + (0} + #(3) toplami kagtir?

4
=

)

E

i

1
I} .

b} F-1(0)+f~ Y(5)toplami kagtir?

2. ffonksiyonunun grafigi A(2, 5) ve B(1, 2) noktalann-

dan gegmektedir.

Buna gbre, §(2) + f(1) toplami kagtu?

4y y =169

X
>

\I\J
- T
H
H
1
PN R S

0
P P

|

Yukarida grafigi verilen f fonksiyonuna gére,
f(~2) + f{0) + f(2) toplami kagtir?

ZATNES

2}
tonn

/w201é

Sekilde grafidi verilen f fonksiyonuna gbre,
f(—2} + {fof}(2) toplam: kagtr?

— e
/3 0_11\_/

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gore,
{fofof){3)+1(4)

F4) oram kaghir?

%"
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()

Sekilde dik koordinat diizleminde f ve g fonksiyonla-
rinin grafikleri verilmistir,

Buna gore, (f”og)(O) kagtir?

y )

;745;mm=4
2

d .
pL

]

Sekilde f ve g dogrularimin grafikleri veriimistir.
Buna gdre, (gof}{8) + f(0) toplam: kagtir?

Reel sayilarda tanimli f fonksiyonu A2, 5) noktasin-

dan gegmektedir.

- f{x+1) = x? + bx + 1olduguna gbre, b kaghr?

T
1
i
H
:
:

4

|
)
Yukarida grafigi verilen f fonksiyonuna gére,

f(x} = 5 esitligini sagilayan x degerleri toplam kag-
r?

()

“10] 20 /4
2hees

Yukarida grafigi verilen f fonksiyonuna gére,
f(~1}) . f(2) carpimis kagtir?

O\/ \ 3 X

f(x)

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gére,
f(x) = 0 egitligi x in kag farkh degeri icin dogudur?
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/Ol 2 4\

Sekdide f fonksiyonunun grafidi veriimisgtir.

f(x)

Buna gore, f(x+1) = 3 esitligini saglayan x deger-
leri toplami kacgtir?

/-3 -1

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gdre,

a) 1(x) = 0 esitlidini sadlayan x degerleri toplam
kactir?

b) f(x) = 2 esitiigi x in kac farkl: degeri igin dog-
rudur?

10.

Yukarida grafigi verilen f fonksiyonuna gore,
a) ) = 3 esitligini saglayan x degerleri toplam
kagtw?

D) f{x) = 2 esitligi x in kag farkli de@eri igin dog-
rudur?

c) | f{x)l = 2 egitligini saglayan kag farkl x dege
ri vardir?

d) [f-2 ‘= 1 egitligini saglayan kag farkl: x
degeri vardir?

Yukarida grafigi verilen f fonksiyonuna gore,

a) f(x—1) = 0 egitligini saglayan x degerleri top
lamu: kagtir?

b) §(x) | =2 esitligi x in kag farkl degeri igin
dogrudur?

¢) | %) |-2 | =1 esitligini saglayan kag farkl
X degeri vardur?

. FONKSIYONLAR

Grafigi verilen bir fonksiyonun tanim ve gériin-
tii kiimesi nasil bulunur?

Hatirlaytn.© Fonksiyonun tarim kilmesi x in alabi-
lecedi degerlerin klimesiydi.
Grafik gizip de gbstereyim.

y

A
=

.E,_\_.
o\

tanim kilmesi

Ustie glzdigim fonksiyonun tarum kiimesi {-2, 3] tdr.
(Grafigin sad ve sol sinirlan}

" Gariintii kiimesi ise x in dederlerine kargihik fonk-

siyonun (y nin) aldif degerlerin kiimesiydi.

3 Yine graftkle gdstereyim.

Vi

goriintl kiimesi

' Ustteki fonksiyonun gériintll kiimesi [-2, 5] tir. (Grafi-
- §in alt ve dst s
* Simdi biraz daha degigik bi sey gizelim.

| / (x}

X

** Ayni mantikla bu fonksiyonun

Tanim kilmest:(— =~ 1) u (~1,%)

‘Gériintii kiimesi ( — =,0) L (0,2) L [4,%) dur.
“Anladiniz mi?

Gegtim.©

“Antrenmanlari gézlince daha iyi anlarsimiz... @

1. f{ab]—lc, 4]

<

[N

O

L] e
!
x

$ekilde grafigi verilen birebir érten f fonksiyonu
icin b.d — a.c farki kagtir?

ok

e
[} SO

bt

Sekilde grafigi verilen fonksiyonun tanim ve goé-
riintli kitmesi nedir?

Sekilde grafigi verilen fonksiyonun tanmim ve go-
riintii kiimesi nedir?
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y A f(x)

/O - X

Sekilde grafigi verilen fonksiyonun tanim ve go-
riintii kiimesi nedir?

To
~

li
Pl
x
et

Yukanda grafigi verilen fonksiyonun tanim ve go-
riintii kiimesi nedir?

y A
3

AN
-10 \
BERR(0S

Sekilde grafigi verilen fonksiyonun tamim ve go-
riintli kitmesi nedir?

Y ()

o

$ekilde grafigi verilen fonksivonun tanim ve go-
riinttl kiimesi nedir?

y.i

3t

yd
/O

Yukanda grafigi verilen fonksiyonun tanim ve gé-
riintii kiimesi nedir?

KA

Sekilde grafigi verilen fonksiyonun tanim ve gb-
riintdi kiimesi nedir?

& FONKSIYONLAR

»

b
O Y

N
Prbrracaaaa?

riintii kiimesi nedir?

W
1
i

) oé\j’x
] N .

rimtll kiimesi nedir?

oY I

. Sekilde grafigi verilen f fonksiyonunun gbriintii

- kiimesinin en kiigiik elfeman: (yani fonksiyonun
: alabilecegi en kiiciik deger) kactir?

gekilde grafigi verilen fonksiyonun tanim ve gé-

Seldlde grafigi verilen fonksiyonun tanim ve go-

Tanim kiimesi ve kurali verilen bir fonksiyonun
goriintii kiimesi nasil bulunur?

Ik 6noe sunu hatirayin. Fonksiyonun tamim kiimesi
ne demekti?

Tanim kiimesi, bir fonksiyonda x in alabilecedi deger-
lerin kiimesiydi. Buradan hareketle bir fonksiyonun
tanim kiimesi yani, x in aldif) dederlerin kiimesi ve-
rilmig ve gdriintl kimesi istenmigse x In bu degerle-
rine kargihk y nin alabilecegi degerlerin kilmesi bulu-
nabilir. Bu biraz cebirsel yetenek isteyebilir tabii ki€
Kisacasi buradaki olay x in dederlerine kargilik y nin
hangi dederleri alabilecedini bulma olays.

Ornek Soru
(2, 5] te tanimh
fxX)=3x~2
fonksiyonunun goriintii kiimest {alabilecegi de-
derterin kiimesi) nedir?

Gozelim.&
X in arabi§ (2, 5] veriimig. Buradan hareketle 3x - 2 yi
elde etcez.

2 < x £ 5 egitsizligini 3 ile genigletin.

6 < 3x £ 15 bulmus olmaniz 1azim.

Simdi her taraftan 2 ¢ikann.

4 < 3x — 2 =13 olur. Demek ki x in bu araliktaki de-
gerleri igin 4 < f(x) £ 13 oluyormus,

Ne vaptdimi anladiniz mi?

X in tamm arahigindan yola gikarak fonksiyonun kura-
iim elde ettik.

Bu anlathgim seyieri grafik lizerinde de goriin ister-
seniz.
Cizeyim.

A y

P f(x} = 3x-2

[\
F3 ;| T,

Evet, f{x} in gorintl kiimesi (4, 13] imis.
Var mi anlagiimayan bir yer? Ya da anlasitan?®

Ornek Soru
[4, 121 da tanuml

f(x)=3v2x +1

fonksivonunun goriintii kiimesi nedir?
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Qﬁzelim@

Bu tUr sorularda yani, tanim kiimesinin verilip de go-
riintll kiimesinin istendigi sorularda x in aldidi deder-
lere kargilik f{x) in aldif) degerler] bulacaksiniz.

Ne demek istedigimi bu soruda uygulayarak gostere-
vim,

Fonksiyonun tanim kimesi {4,12]. Yani, 4 <x £12
arahg. ‘ _
Buradan yola gikip f(x} in kuraline elde edin. (Bu Kis-
mi biraz cebirsel yetenek isteyebilir. Ama olsun. Na-
silsa sizde ¢ok@) .
Ik dnoe 4 < x <12 vi 2 ile genigletin ve B < 2x £ 24 §
elde edin.

Simdi de her tarafa 1 ekleyin bakalim.

9 5 2x + 1 £ 251 buldunuz mu?

Peki, simdi ne yapmak lazim?

Hepsinin karekdkiinii almak. Qyle degdit mi?

Simdi hepsinin karekdkini alin ve sunu bulun.

V9 <V2x+1<25 I Yani, 3< J2Zx+1<5 .
Simdi de her tarafi 3 ile genigletip bitirin bu i51.©
Way be. Ne soruymus.©

Demek ki < 3/2x+1 <15 yani, 9 < f{x) <15 imis.
Bunun anlam x in {4,12] araligindaki degerleri igin
f(x) in aldig1 degerler [9,15] aralimdaymis.

Biraz zor bir Ornek soru yaptim. Ama kolaylarini ¢é-
zilp zorlanni size birakmaya génliim razi olmadi©®

4, f.(2,8—A
f(x) = 3x 2
fonksiyonunun gériintl kitmesi nedir?

5 FTA-B
A ={0, 1, 2} olmak (izere,
fx)=2x+4

fonksiyonunun gériintii kiimesi nedir?

6. [0, 2} araliinda tammiy

f{x) =3-4x
fonksivonunun goriintli kilmesi nedir?

7. Pozitif reel sayilar kimesinde tanmmii
f(x)=3-vx

fonksiyonunun goriintd kiimest nedir?

8. [2, 8] aralginda tarimh
F(x)=2dx+1

fonksiyonunun goriintii kitmesi nedir?

9 f-2.2]-A

f(x)=3v4—x°
fonksiyonunun gériinti kiimesi nedir?

"% FONKSIYONLAR

: 1, f:{_Q)S]W}B
f(x)= X% 41
fonksivonunun gdriintii kiimesi nedir?

S 2, [~ 1, 3] araliginda tanimil
£(x) = (x = 2)° +1
fonksiyonunun gortintii kiimesi nedir?

:':3.5 f:[-2,2]=A
. f(x):(x2+2x+1)+3

- fonksiyonunun gériintti kiimesi nedir?

- f[-3,1]-A

f(x)mx2 +4X+7
fonksiyenunun giriintl kiimesi nedir?

- Sunda ilk 8nce x + 2 nin karesini elde etmek 1azsm.

5 ftR-{2}—A
X3
x-2
fonksiyonunun goriintli kilmesi nedir?

f(x)=

6. f:[0,2m]=R

Hx) =1+ 2sinx
fonksiyonunun goriintii kiimesi nedir?

7. f:[1.18 ]=R
f(x):logz(x+1)

fonksiyonunun gériintii kiimesi nedir?

8. f:[-1,12]-R
f(x} =1+ 2Ziog,{2x + 3)

fonksiyonunun goriintli kiimesi nedir?
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Gfafiéi verilen bir fonksiyonun igareti

Fonksiyonun isaretinden kastim x in aldig: degeriere
karsilik y = f{x} in pozitif mi? Negatif mi oldudu.

iste burada bunun adin! koymaya galigiyoruz.

Tek cimlelik bir 6zet isterseniz®

Grafidin x ekseninin {istiinde oldugu yerlerde
fonksiyon pozitif, altinda oldugu yerferde ise ne-
gatiftir.

Su grafikleri incelerseniz ne demek istedifimi daha iyi
anlayacaksimiz.

Su grafikierdeki arti eksileri inceleyin bakalim.
rY f(x)

+

+
+

3 X

4,
++
o7

/

Burada grafigi verilen f fonksiyonu { — =, 2) araliginda
negatif, (2, «) araliginda ise pozitiftir.

" Bir de suna bakin,

LAY

+ iy
+ «f\
+ +

“
A | 73 5\.kx

f(x)

Bu grafikte verilen f fonksiyonu ise
{— =, = 1) (2, 5) te pozilif,
{(—1, 2) W (5, =) da negatiftir.

) AY

3= X

[e]

.3\

Sekilde grafidii verilen f fonksiyonunun isaretini
(pozitif ve negatif cldugu arahklarn} belirleyin.

10.
Yo
Q) X

Yukarida grafigi verilen f(x)=ax? +bx+¢ fonk-
siyonunun (parabeliiniin) igaretini bulunuz,

y
1.
5 X

ey

Yukarida grafigi verilen f(x)= ax? +bx+c fonk-
siyonunun (paraboliiniin) igaretini bulunuz.

12. Ny
ol 3 X

Yukanda grafigi verilen {(x}=ax? +bx + ¢ fonk-
sivonunun {paraboliiniin} isaretini bulunuz,

13.

o‘\/(\a\ i
f(x)

$ekilde grafigi verilen f fonksiyonu x in hangi de-
gerleri icin pozitiftir?

4 FONKSIYONLAR

75 10 5

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonunun isaretini
(pozitif ve negatif oldugu araliklar) belirleyiniz.

Nipmamacucrmsnans

Sekilde grafigi verilen fonksiyonu pozitif vapan
tam sayilarin toplami kagtir?

o IN

Wirreemna=n

' Sekilde grafigi verilen fonksivon taniml oldugu
- arahktaki kag tam say igin negatiftir?

Kuralt verilen iki fonksiyonun kesim noktasi
nasil bulunur?

Kural belli olan iki fonksiyonun kesim noktasinin ap-
sisi bitlin fonksiyonlar igin ayn: sekilde bulunur.
Fonksiyonlarin kesim noktasin buimak igin daima
sunu yapm, Fonksiyonlar birbirine egitleyin ve kesim
noktalarirn apsisini (x i} bulun. Bu noktalarinin ordi-
natin ise bulunan x degerlerini fonksiyoniardan her-
hangi birinde yerine yazarak bulun.

Anladiniz mi?

Ornek Soru
f(x})=3x -5
gx)=x+3

fonksiyonlarinin kesim noktasinin koordinatlan
nedir?

Cozelim.©@

Iki fonksiyonu esitleyerek, yani, f(x) = g{x) diyerek
3x -5 =x+ 3 ten x = 4 ve bu x deder igin f{4) = g(4)
=7 olur Ki bu da f ve g nin {4,7) noktasinda kesistidi
anlamina gelir.

Baska bir rnek daha vereyim.

Ornek Soru
f(x)=x* fonksiyonu ile g(x) = x + 2 fonksiyonu-

nun kesim noktalarimin koordinatian nedir?

Cozelim®@
Yine ayri seyi yapin. Yani, iki fonksiyonu birbirine
esitleyin. !

f(x) = g(x) esitlidinden %2 = x+2 denklemini goze-
rek X =— 1 ve x = 2 yi bulun. iste bu degerier fve g
nin kesim noktalarinin apsisleridir.

Bu noktalanin ordinatiar (yani, y degerieri) ise
x=—1liginy=—1+2=1vex=2igciny=2+2=4
olur.

Isterseniz bunu grafik izerinde de gorin. |stemiyor-
saniz gegebilirsiniz®

yﬁ\
f(x) a(x)
oA
1y /i
AT R i

Demek Ki bu fonksiyoniar (—1,1) ve (2,4) noktalarinda
kesigiyorlarmis.




fonksiyonlarinin kesim noktalarinin apsisleri
toplam: kagtr?
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4. fog = 4x-3 £(x) = X2 + 2% +1
glx)= x+9 g = 3%+ T
fonksiyonlarnin kesim noktasinin koordinatlar fonksiyontarmin kesim noktalarinin apsisleri
nedir? carpimi kactir?
5. y=8x-7 9. fx) = | 2x - 3|
‘v=~2x+3 ‘ gx)=5
dodgrularimin kesim nokiasinmn koordinatlar: ne- fonksiyontarnm kesim noktatarinin apsisleri
dir? toptami kagtir?
6. fix)=x? 10. fx)= | |x-3]-1]
glx)= 4 gx)=7
fonksiyonlarinin kesim noktalar: arasindaki fonksiyonlarnmin kesim noktalarinin apsisieri
uzaklik kag birimdir? toplam kagtir?
7 f(x)=x2 +x+1 1. f(x)=log,{x~3)
gix)=3x+9 gx)=4

fonksiyonlarinin kesim noktasinin apsisi kagtir?

: o‘ -
B
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Birebir Fonksiyon

Tanm kimesindeki her bir eleman deder kiimesinin
farki bir elemanina egleyen fanksiyondur.

Yani, tanim kitmesinin her elemaninn deder kiime-
sindeki gérintisil farkhdir,

Sabit Fonksiyon

Tarum kiimesinin her elemaninin deger kimesindeki
gbrintdsl ayni olan fonksiyondur. Yani, tanim kiime-
sindeki her eleman degder kiimesindeki sabit hir ele-
mana gidiyor.

Ya

o} ¥=c¢
X

0

Mesela sekildeki sabit fonksiyon grafifinde x e kag

" yerirseniz verin yolunuz hep ¢ ye ¢ikar,

£#0) = (1} = f(2) = f(3) = .... = f(x) = sabit say

~ Sabit fonksiyanda x 1i terim clmaz. Zaten x i terim ¢l-
> sa sabit oimaz.©

i Eger size verilen sorudaki sabit fonksiyonda x i te-

. rimler varsa isiniz x li terimleri yok edecek ayarlan

 yapmak olmail.

' _' Polinom tiirli bir fonksiyon sabit ise x 1i terimierin
. kat sayilan sifir olmall.

= Brnek Soru
' f sabit fonksiyon olmak lUzere,

f(x) ={4-2)x% +(2b~4)x+2a-b
olduguna gore. a + b toplami kagtir?

- Chzelim@

. ffonksiyonu sabit olduguna gore iginde x ii terim ol-
-Mamasi ya da x i terim varsa kat sayisinin sifir of-
masi lazim. Zaten fonksiyonda x i terim olursa fornk-

siyon sabit mabit olmaz.©&

Onun igin x? nin kat sayrs) olan 4 —a = 0 ve x in kat
sayisi olan 2b 4 = 0 olmas! lazim.
Yani,a=4veb=2.

Bu degerler igina + b = 6 clur.

Eg ax+2 fonksiyonu sabit fonksiyon ise

Ornek Soru
f sabit fonksiyon oimak lzere,

_6x+4
3x+m

f(x)

olduguna goére, m kactir?

Cozelim@

Bu sekildeki bir fonksiyonun sabit olmasi igin pay ve
paydadalkdi x lerin kat sayilarinin oraniyla sabit sayila-
rin oranl egit olmasl fzim.

Zaten gerekli olan kurali tstte verdim. Bu kural ig1-

dinda ¢ézim yaparsaniz f{x)= % = Fi— ve buradan

damyi 2 hulursunuz.

Isterseniz m yerine 2 yazip da bakin bakalim f fonk-
siyonu sabit oluyor mu?

Olur va belki olmaz.@

Birim (Etkisiz) Fonksiyon

Tanim kimesindeki her elemani deder kiimesinda
kendisivle egleyen fonksiyondur, Yani, har elemanin
gr{intiisli kendisidir. 1 ite gosterilir,

{ birirn fonksiyon ise

f{1)y=1

f(2y=2

f(3)=3

fx)=x=1
f(2x +3)=2x+3
{3~ 1) = 3x~ 1

f(5x2+3x-2)=5x2 +3x -2

Birlm fonksiyonun igi digl birdir. Yani fonksiyona ne
girmigse ¢ gikar.

Ornek soru
fx)=(@—2)x +b +5

fonksiyonu birim fonksiyon olduguna gbre, a.b
carpim kagtir?

Coizelim©

Birim fonksiyonun igi digi aynidir. Yani, igerisi x oldu-
duna gore diganis da x e esif oimasl 1azim.

Onun igin X in katsayistolana - 2 = 1 olmali ve X in
yaninda bagka bir sey de olmamall,

Yani, b + 5 = 0 olmal.

Artik a.b = - 15 oldugunu bulgrsunuz,
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Ornek Soru
g birim fonksiyon olmak Uzere,
f(3x ~ g(x+1)) = g(5x+2)

. oldugiuna gbre, f(5) degeri kagtir?

2.

3.

Cozelim®
Cok basit bir soru.

g birim fonksiyon oldugundan g(x + 1) = x + 1 ve
g{Bx + 2) = 5x + 2 dir. Oyle ya birim fonksiyonun i¢i
dist ayni idi.

Dolayisiyia verilen adeyi f(3x — (x + 1)) = 5x + 2 cla-

rak dlizenleyebilirsiniz.
Artik x = 3 igin #5) = 17 yi bulursunuz.

f:A =B ye birebir ve drien fonksiyon ve
s(By=2n-3
s(Ay=n+4

olduguna goére, s(A) kagur?

f sabit fonksiyon ve
fx)y=(@a+1)x+3

olduguna gore, a kagtir?

{ sabit fonksiyon ve
f(x)=(a—3)x? +(b-2)x+a+b+1

olduguna gore, f(4) kagtir?

4. fsabit fonksiyon ve
fixy=(a+2)x-5a+b

f(4y=7
oldugiuna gore, b kagtir?

5. fsabit fonksiyon ve
f{x)=x""%+3n-2

oldufjuna gore, f(4) kagtir?

6. fsabit fonksiyon ve

f(x}=

olduguna gore, m kagtir?

mx+4
X+2

7. fsabit fonksiyon ve

mx+2m-~3
f(x): 2x+5

olduguna gbre, f(0) kactir?

5% FOMKSIYONLAR

"4, fsabit fonksiyon ve

2X—a
f(x)= X+b

S olduguna gore, f(5) kagtu?

2. £ birim fonksiyon ve
: fx) = (M~ 2)x +n—3
~ olduguna gore, m + n toplam: kagtr?

3. f birim fonksiyon ve
f(2x+3)={m-3)x+2n—1
-olduguna gore, m + n toplami kagtir?

birim fonksiyon ve

U = (a—2)%% +(2b+ Mx+ab+c

olduguna gére, ¢ kagtir?

8. fbirim fonksiyon ve
f(3x+1)=(a-2)x+4b-7

olduguna gére, a.b carpim kagtir?

8. f birim fonksiyon ve
f(x2 +4x+2)amx2 An-1x+3p-7

olduduna gore, m + n + p toplarm kagtr?

7. f birim fonksiyon ve
g{3x — f{x— 1)) = 4x +3
oldufuna gore, g(5) kagtir?

8. g birim fonksiyon ve
flg(x ~ 1)) =g(2x +3)+ 5
olduduna gore, (2} kagtr?
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Térs fonksiyon

f fonksiyonu A dan B ye bire bir érten fonksiyon
olmak iizere, tamim ve deder kiimelerinin yer de-
gistirmesiyle elde edilen fonksiyona f nin tersi

denir ve {1 ile gdsterilir.

f:A—>Be 1B A dir. Buradanda
flay=b ¢ f”_1(b)_ =a yazilahiiir.

Yani, f bire hir &rten fonkéiyon iken,
f(3)=2isef1(2)=3 tir.

fix+ 1) = 2x 1 ise £ H2x~1) = x +1

(% -3) = x + 2 ise f(x+2) = x — 3 tiir.

Ters fonkslyonia iigili sorularda sayisal bir degerin
gdriintlisii bulunacaksa bilyiik bir olasilikla ters fonk-
siyonu bulmaniza gerek kalmaz.

Ornek Soru

(ox+1) = 22

olduguna gore, f(2) kagur?

Cozelim®

Soruda sayisal deger sormugsa kesinlikle fonksiyo-
nun tersini almayin. Zaten daha tersini almayt gos-
termedim®

Bu tiir sorularda f(a) = b «> £ (0) = a mantigin: kut-
lann.

3x-—

Soruda ! (2x+9) = 2 olduduna gore,

f (3,(5__2) = 2% +1 olacaktir.

Buradan da x = 4 igin (2} = @ bulursunuz artik.

" Demek kif ! (x)=

& FONKSIYONLAR

Kurah verilen bir fonksiyonun tersi nasil bulunur? 0 8
X —
X

y = f{x) olarak verilen bir fonksiyonun tersi bulunur-
ken yapilacak iglem kesiniikle gok basit. Sadece bira
cebirsel islem yetenegdi gerek®

olduguna gére, f'(2) kagtir?

llk 8nce verilen fonksiyonda x in y = f(x} tirinden de
derini bulun. '
Sonra da x yerine il (x} yazin, y = f{x) yerine ise x .

yazin. Bu kadarcik® Ashinda biitlin mesele x i yal.
niz birakabilmek.

Ornek Soru
5x-3

f(x)= f(x3 +1):2x+4

fonksiyonunun tersi nedir? * olduguna gore, f~(6) kagtir?

Cozelm®
Bir fonksiyonun tersini bulurken yapacadinz gey her
zaman ayrisdir. X i yalniz birakmak. Bunun igin sade
ce birazcik cebirsel yetenek 14zim o kadar.©

f{x) = y demekti zaten.

y = 5x2“3 esitliginde 2y = 5x — 3 tir. ltiraz) olan 'var
mi?
Buradan 5x = 2y + 3 ve buradan da X = 2y5+3 1 (%_”): K42

olarak x i yalniz birakmig olduk. " olduguna gére, f(5) kagtir?

Iste fonksiyonun tersini bulduk. Sadece kiigiik bir
ayar yapin ve X yerine £ (x) ve y yerinede x yazin

kadar,
2x+3

imis.
Anladiniz m:?

Bence ofaym femel mantigini anlayin. Yoksa bir sir
fonksiyon yazabitir ve hepsi igin formdl gibi bir seyle
gtkarabilirim. Ama dogru olan bu. Yani, ezberleme-
den isin mantifini bilerek islem yapmak. Isin manti-
§ins kaptinez mi gerisi kolay. Goreceksiniz.

4. Y = f{x) oimak tizere,

N @x+a)=x~1
f(3)=17

. : O’d o -
Siz de f(x):ﬁigﬁ fonksiyonunun tersini bulun ba PieuQuna gore, a kagtr?

_5x-2
3

Bulduysaruz bu igi kapmigsiriz demektir,

Bir fanksiyonun tersini bulurken aslinda biitlin mesele

ne demigtik? )

x I yainiz birakmak. (Yani, y tlrlinden yazmak.)

kalim ! (x) mil gtkayor?

5.

fi3x+1)=mx+2
712y =7
olduguna goére, m kagtir? -

Asagidaki fonksiyonlarin bire bir ve drten olduk-
lari arahkiar igin ters fonksiyonlar nedir?

a) f(x})=3x-2

b) f(x)= "_g%

d) fo)=2%

e} f(x) mx—ﬁ—é

) f(x)m~§»+2
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7. Asagidaki fonksiyoniarin bire bir ve drten ofduk-

lart araliklar igin ters fonksiyonlan nedir?

Ix+H

a) f(x) ="

~4X 4+ 3

b) f(x)= 55

4
0) f0)=5"

d) f(x)=M

=%+ 1
e =57
f f(x)z%g
9) f(x) = 5=

2-5x%

8. Asagidaki fonksiyonlarin bire bir ve drten olduk
lari araliklar igin ters fonksiyoniarn nedir?

a) f(x)=«f§««2

b) f(x)=1+Vx~2

o) f(x)=¥x +2

3
d) o= LR

‘&  FONKSIYONLAR

L4 a) TR o4, w)

f(x)= x? + 4

) E[Be) —[2%)
e f(x)={x~3)% +2

6) £ (2% o [~1,% )
' f(x)mx2m4x+3

; d):. fi{—s0, =2] = [1,0)
H{x)= X2+ 4%+5
_._fonksiyonunun ters fonksiyonu nedir?

fonksiyonunun ters fonksiyonu nedir?

fonksiyonunun ters fonksiyonu nedir?

' fonksiyonunun ters fonksiyonu nedir?

2. Agafidaki fonksiyoniarin bire bir ve 6rten olduk-

tar1 aralikiar icin ters fonksiyoniari nedir?

a) ¥x) = 3sin{x - 2}

b) f(x)=arccos(25§m§)

3. Agagidaki fonksiyonlarin bire bir ve érten olduk-

lars arahikiar igin ters fonksiyvonlar nedir?

a) f(x}= logs(x +2)
b) f(x)=log, (2x-3)

c) f(x)=1+log, {(4x~1)
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4. Agagidaki fonksiyoniarn bire bir ve drten olduk-
. lari araliklar i¢in ters fonksiyonlan nedir?

a) f(x)=2%-3

by f(x)=3-5% "2

Bilegke fonksiyon

Bileske fonksiyonda bilmeniz gereken en dnemli gey
(fog)(x) = f{afn)} oldududur.

Iki fonksiyonun bilegkesini bulurken genel kural sag-
daki fonksiyonu soldaki fonksiyonda x gérdéiginiiz
yerlere yazmakiir. '

Ornek Soru

f(xy=2x+ 5

g(x)=x" +3
fonksiyonlan igin {fog)(x) ve (gof)(x) fonksiyonlar
nedir?
Gozelim@
Once {fog){x) i bulalim. Nasil bulacagima dikkat edin.
(fog)(x) = (2x + 5) 0 (x* +3) = 2(x* +3)+5

= 2x2 +11

Ayni mantikla (gof)(x) | de bulalim,
(gofiy = (x* +3) 0 {2x + B) = (2)(«»5)2 +3

= 4x%% +20%+28

" Anladiniz mi simdi bilegke Isieminin nasd yapidigim?
Ayrica bileske igleminin Gzellikierini de bilmek faztm.

{fog){x) = {(gof}{x)
Fonksiyonlar yer degistiremezier.

fogoh = {fog)oh = fo{goh)
Yani, parantezi nereye koyarsan koy. Fark etmiyor.

flof= fof 1= 1=x
Yani, bir fonksiyonla bu fonksiyonun tersinin bilegkesi
birim fonksiyonu (x i} verir.

foi=Tof=f
Bir fonksiyonla (f ite} birim fonksiyonun bilegkesi f ye
esit olur.

(‘fog)~1 =g lof™?

Bilegke fonksiyonun tersi alinirken fonksiyonkar hem
yer degigtiriyor hem de terslerl aliniyor.

Peki, fog bileske fonksiyonu verildiginde fve g yi
nasii yalmiz hirakabilirsiniz?
Tabii ki gok mantikls bir islemle. Séyle kit

(fog) oy e
f ”1o(fo g)=g dir. (Bir fonksiyonla tersi bileske ig-
leminde yan yana gelince ikisi birden oradan kaybo-
lurtar.)

Mesela Ustte ilkinde ¢ vi yok edip f vi, ikincisinde ise
yi yok edip g vi elde ettik.

Ornek Soru

f("—iﬁJ =x? 41
3

olduguna gdre, f{x) in esiti nedir?

Cozelm®@

Bu gok klasik ama ayni zamanda gok da dnemli bir
s0ru.

f nin parantez iginin x olmasini Istiyoruz.

Cok basit.© Bunun igin parantez igindeki ifadenin
X~ 2
3

{yani, n) tersini bulup x olan her yere yazin.

Once tersini bulun tabii ki. —x%?- {in tersi 3x + 2 idi’
degil mi? Iste x yerierine bunu yazacaksmiz.

Artik yazar ve f(x)=(3x +2)* +1i bulursunuz. Ister
seniz parantez kareyi de agabilirsiniz. Misaade edt

yorum.©@
Oldu mu gimdi?

FONKSIYONLAR

f(x)=x%+2
gix} = 4x ~1
oldugjuna gére, f(g{1)) kagtir?

fxy=x+3
g{x) = 5x -1
olduguna gore, (fog){1) kagtir?

f(x)=x2 +x+1
_g(x)32x+1
h(x)=x -3

- olduguna goére, flg{h{{4)) kagtir?

£(x) = x2 + 2x
g{x ~1) = 3x~ 1
olduguna gére, (fogH(0) defjeri kaghir?

f{(x)= X +x

olduguna gore, (fof}(2) degeri kagtir?

f(x)=3x+n

oldugna gore, (fof)(2) = 30 olduguna gére, n
kagtir?

fixy=2x+3
gix)=4x -1
olduguna goére, (fog)(x) nedir?

f(x2+2x)=3x2+6x—-1'

olduguna gore, f(x) in esiti nedir?
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9. | (fog"i)(x)=x2+x+1

gix)=2x +1
olduguna gdre, f(x) in egiti nedir?

10. (fog){x)=8x% -3
fx)=2x +1
ofduguna gbre, g(x} in esiti nedir?

11. (fog)(x) = 8x% -3

g{x) = 2x + 1 )
olduguna gore, f(x) in egiti nedir?

12, f(x-2)=x%

olduguna gore, f{x) in egiti nedir?

13, F2x+3)=x> +1

olduguna gire, fx) in egiti nedir?

14. f(iﬁJ;xz—f
7

elduguna gbre, f(x) in esiti nedir?

2% +p
3x-5

f(x) = 2% + 1

15. (g'1of)(x) -

olduguna gére, g(2) = 3 olduguna gdre, p kag-

tr?

3x+cC
X2

46. (fog)(x} =

g@)=2
f(2)= 15
olduguna gore, ¢ kagiuw?

FONKSIYONLAR

permiitasyon Fonksiyon

permitasyon fonksiyoniar, tanim ve degder kiimeleri
ayn1 olan bire bir ve érten fonksiyonlardir.
permiitasyon fonksiyonun gésterimi biraz degisik, Bir
parantez icinde iki siradan oluguyor. st stra tarim
kiimesi, aif sira ise deder kiimesidir.

Ornedin

{a, b, ¢, d} kiimesinde bir f fonksiyonu tanimlayayim.

'a : Tanim kiimes
f=12

Yazdigim bu fonksiyonda
fla) = d, f{b) = ¢, f(c) = a ve f(d) = b dir.

dolayisiyla da f"1(a)=C, f_1(b)md gir.

Anlastldi mi bu olay?

Ornek Soru

A={a,h, ¢, d}kiimesinde tanimh

f o abecd {abcd
“lcdbaj ¥ lbcda
fonksivonlar igin f"’"", g 1 ve fog fonksiyonian
nedir?
| Chzelim®
Hatirlayin. Bir fonksiyonun tersi alimrken tanum ve
" deger kiimeleri yer dedistiriyordu. Yalniz burada harf-

':_ leri karisik dedil de sirayla yazin.
- Dolayisiyla

gt [abed ve gt = a b d gy,
dcakb dabec
‘Bilegke isleminde ise

Diyelim ki (fog)(a) y1 bulmak istiyorsunuz.

ve d igin de aym iglemi yapmak 1azim.

- Bu islerieri yaparsaniz fog fonksiyonunu
abcd)(abcd) (abod
fog= o =
: cdba bcda dbac
: dlarak buimus olursunuz.
- Var mi bi problem?

< Aslinda anlatirken daha kisa bu. Ama yazarak anla-
-_’unca uzun gibi duruyor.©

{fog)(a) = f(g(a)) = f(b) = d dir. Aynen bunun gibi b, ¢ -

1. f e abed
hdca
olduguna gore,

a) f(a) degeri neye esittir?

b} f_1(a) nin degderi nedir?
¢} f{f(b)) degeri nedir?

2. f o abocde
edach
olduguna gore,

a) f{f(b)) degeri nedir?
b) (fofof){e) degeri nedir?

3 fo abcd
“ibdca
olduguna gbre, f(f(x)) = b esitligini saglayan x de-
geri nedir?

abcd abcd
4, f= g=
cdba bcda

olduguna gore, fla(b)) dederi nedir?

: abcd abecd
5. f o g=
cdba beda

olduiuna gére, f"‘(g(a)) degeri nedir?
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& 1234 1234
. fm gm
31 42 4321

olduguna gore, f(g"1{3)) kaghir?

12345 12345
7. f o g=
51 423 32514

oldufjuna gbre, £ (9“1{2}) kagtir?

abeocd abcd
_8.- f: . g:
bhdac cbad

clduguna gore, g{f (9'1(d)]) dederi nedir?

9. A={a,b,c, d}kiimesinde tanimli f ve g fonksiyon-
far

fmabcd __abcd
“ledba) ¥lbcda

clduguna gore, fog fonksiyonunun egiti nedir?

10. A={1, 2,3, 4} kiimesinda tarum f ve g fonksiyon-
tarl

((r234 (1234
“lat123) % a1 42
olduguna gére, {hag){x) = f(x) esitligini safjlayan
h fonksiyonu nedir?

Tek ve Gift Fonksiyonlar

. butun bakalim.
Bu tantmlart yeni duyuyar olabilirsiniz.

Grafii y eksenine gore simetrik olan fonksiyonlara
gift fonksiyon, baglangtg noktasina yani, orijine gore
simetrik clan fonksiyonlara ise tek fonksiyon denir.

I, f(x)=2x3

il f(x)=3x> +2x

Tek ve ¢ift fonksiyonlarla itgili olarak size en gok sun-
lar 18zim olacak.

Gift fonksiyoniar f{-x)=1(x},
Tek fonksiyonlar ise f{—x)= - f{x) sartim sag-
larlar.

L g = xR +2
IV, h(x) = x5 & x?

V. hix) = 3x* +2x2 -5
Bir de sunu bilin yeter®

Polinom tiirdl tek fonksiyoniarda ift dereceli terim.ol--
maz. Gift fonksiyonlarda da tek derecali terim. '

Vi f(x)=|x|

Ornek Soru
f Gifi fonksiyon clmak {izere,

f(x)=(a-2)x* +ax? +(b+x+ab
olduguna gbre, f(2) degeri kactir?
. f ¢ift fonksiyon olmak Gzere,
2f(=x)+F(x) = 6X% +9
olduguna gére, f{1} kactir?

Cozelim®

Soru gok zor gibi durmuyor. Aslinda f(2) yi bulmak
sorun dedii. Ama dnce a ve b nin kag oldugunu bul-
mak l&zim. .
f g:iff fonksiyon oidugundan bunda tek dereceli terim
olmamasi 1azim. Eder varsa da kat saydarimn sifir
olmasi gerek.

Dolayisiyla bunda tek dereceli olan (a ~2)x3 ve

(b + 1)x terimlerinin katsayilar: sifir olmall.

3 f tek fonksiyon olmak lizere,
Yani,a=2ve b= —1olmalt, i

_ S f(x) = 2f(-x) + 3x3 + 6x
Bu degerler igin f(x) = 2x%2 -2 ve (2} de 6 buiunur.

olduguna gére, £(2) kagtir?
Anfagild) mi? Zor dedil di mi? :

Ornek Soru

f fanksiyonunun grafigi orijine gore simetriktir.
f(x)= 6x° + fl~x}+ 2%

olduguna gire, §{1) deferi kagtir?

Unutmayin@ Polinom tiirii bir fonksiyon gift ise tek

@ekeceli, tek ise ¢ift dereceli terim igermez. (Eger
varsa katsayilan siir oimasi 1azim.)

Cozelim®

Grafigi orijine gore simetrik olan fonksiyon tek fonks

yon idi. :
;_:n‘t fonksiyon olmak Gizere,

lyi de bu ne ige yarayacak. Onu da siyleyeyim.
Hx)=-3x% + (2m-8)x +5

Tek fonksiyonda f{— x} = — f (x) oldugundan

Verilen esitlik f(x) = 6x° —f(x)+2x olarak yazilabili Alduguna gére, m kagtir?

ve buradan da f(x) = 3x% + % bulunduktan sonra
f{1) = 4 bulunur.

: 1. ‘Agagldaki fonksiyonlarin tek mi gift mi oldugjunu

5. fiek fonksiyon olmak (zere,

£(x) = (M~ 2)x% +(m +3)x

olduguna gdére, m kagtir?

6. 1 cift fonksiyon olmak {izere,

f(x) = (@~ x> + (a +2)x°

clduguna gore, 1(3) kactir?

7. fcift fonksiyon olmak (zere,

8.

f(x)=(a+1)x? +{a—2)x+3a

olduguna gore, a kagtir?

f fonksiyonunun grafii y eksenine gore simetrikiir.
f(x)=4x% +(m-2x+m

olduguna gore, f(m) kagtir?
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9, f fonksiyonunun grafidi orijine gére simetriktir.
3F(x) — f(~x) = 2x% - 6x
oldufjuna gére, f(4) kagtir?

10. £ fonksiyonunun grafigi orijine gore simetriktir.

£(x) - f(-x) = 4% - 2x +a-2

olduguna gore, f(a} kagtr?

14. f ¢ift fonksiyon oimak dzere,
f(x)= (@~ 2% + (b +33 +x% +2

olduguna gore, a + b toplami kagtir?

12. f tek fonksiyon olmak Gzere,
£(x) = kox® + (k - 2)x% +m -1

olduguna gore, f{m+k) kagtir?

Pargals Fonksiyonlar

: 9-x2, x=1tise
. f{xy= i
; 1. 1 {3)(-—1, x<1ise

Parcal fonksiyontarda tanim kiimesinin farkii alt ara-
liklarinda kural degisir.

Bir sirll sey sdylemeye gerek yok.©

Kurall verilen pargal fonksiyon sorularindaki en
snemii sey x e deger verdiginiz zaman bu deder igin -
hangi pargay: kullanacaginiza dodru karar vermeniz-
dir. Eger dodru pargay| segmigseniz sikinii yagamaz-
siniz. Ama segilen parga yanlis ise gecmis olsun®
Ornek Uzerinde izah edeyim.

olduguna gére, f(1) + f(3) toplam: kagtir?

Ornedin,
X2 42x ,xz2ise
f{x)=

2 .
_|x2+2, x-220Clise,
2x+5 x<Z2ise fm“{

2x+4, x~2<0ise

fonksiyonunda 2 veya 2 den daha bilylk degerler igi olduguna gdre, f{0) + f(4) toplarm kagtir?
{istteki pargay1 yani, x?+2xi, 2 den daha kiiglik de- '

gerler igin ise alttaki pargay! yani, 2x + 5 i kullanmak
tBzim.

Bu séylediklerim 1ig1ginda

f(3) = 15, (3 > 2 oldugu igin Usttekini kuHandik)
f2)=8 (2= 2 oldudu igin Usttekini kultandtk)
#(-1)=3 {~1< 2 oldudu igin alttakini kullandik}

Siz de f{0) = 5 oldugunu gorlin isterseniz.

Hadi bir de bu fonksiyon igin (fof)(1) = 63 oldugunu
gbriin hakalim.

Anlasildi ms ne demek istedigim?

f(x)= mx+2, xz0ise,
Sx+1, x<Qise

.._.o!mak lizere, §(2) = f(—1) olduguna gire, m kagtir?

Bir de gu fonksiyonda sordugum degerleri hesaplar
misinz?

2-x2 ,x20ise
fix)= ‘

x+2  ,x<0ise-

olduguna gére, f{1) , f(0) ve f(~-2) nin kaga egit oldu-
gunu bulun bakahm. '

Ne buldunuz? _
(1) = 1, f(0) = 2 ve f{-2) = — 4 bulduysaniz bu igi
anlamigsiniz demaektir. :

)= {Zx +4, xtekise,
Dolayisiyla sikintl yok. Devam edebilirsiniz. '

6-2x, xciftise

olduguna gére, (fof)(~1) kagtir?

Bakin ne diycem. :
Su Antrenmaniarla Matematik olay! ile o kadar ok
8grenci matematik dgrendi ki. Ama nasil?

Clinkil hepsi adam gibl galigtilar da ondan. Bitin
olay pes stmeden galigmak. Evet. Unutmayin ki

“Matematikte zekadan dnce sabir gelir.”

7.

8.

5. f(x)= {xz +1, xirrasyonel ise,
5-2x, xrasyonelise

olduguna gére, f(2)-f(2) carpim: kagtir?

6. f(x)m{}xmml. x 2 3ise,
4-%  xX<3ise

olmak iizere, f{4) = f{1) olduguna gdre, m nin ala-
bilecegi degerler garpimi kactir?

4x, X = 1ise,
f(x)=4-x2 +1, ~1<x<1is8,
2x+2, x<-1ise

oldugiuna gore,
a) §(2) + §(0) + f(—1) toplam kactir?
b} (fofof)(—1) dederi kagtir?

x2 -4,  x=0(mod3)
f(x)=1-2x+3, x=1(mod3)
2x+2,  x=2(mod3)

olduguna gore, f{2) + f(3) + f{4) toplam: kagtir?
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3x+2, x=z1lisg,
-2x+1, x<1ise,

9. f(x}={

olduduna gore, f(x — 1) fonksiyonunun egiti ne-
dir?

Xx+2, x=0 iseg,
2~x, x<0Qise

10. f(x}={

olduguna gdre, {(3x — 6) fonksiyonunun esgiti ne-
dir?

2% +1, x=z1ise,
X+3, x<lise

14. f(x)x{

olduguna gére, f~1(7) kagur?

12. f(xX)=4x—-8
2x? -8, x<3 ise
glx) = .
-4x+2, xz23 ise

olduguna gdre, (gof)(2) degeri kagter?

13 Fx) = 4, x5 0ise
- 0=V 2. xs0ise
x+3, X< -3ise
gix)={ x*-2, -3<x<2ise
-2x+1, x=z2ise

olduguna gére, (gof)(1) dederi kagtir?

14, f:Z2-R
2x+1, xgiftise
9(x)= fi—i % tek ise
(gog)(5)
olduguna gore, —————— orant kagtir?
una gor®: 9@+ 90
15. f(x)=3x+1
X2+, x<5ise -

a(x) ={

-2x+4, xz5ise

olduguna gére, (g of 1 ) (10} dederi kagtir?
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Mutlak Deger Fonksiyonu

Once suniar: hatirlayin bakaiim.
Bir sayinm mutlak dederi, ¢ sayimn sayi dogrusunda
. sifira olan uzakh@iydi. Dolayisiyta negatif olamazd,

o) = |
~f(x}, f(x}<0ise

{ f(x), f{(x)z0ise

" Bunun anlami da su idi:

21 Mutlak dederin igi pozitif ise mutlak degerin Gnemi

S yoktu. Mutlak dederi kaldirmanizda bir sikints yok.

© Fakat mutlak deder ici negatif ise mutlak degder eksi
i~ parantezinde agthiyordu. (ki sonug pozitif olsun.)

4 -2x

f{x)z‘

- olduguna gore, f(8) dederi kagtir?

.'1 < x < 2 clmak lzere,
f(x)=|2x—4|-|x-1]|

fonksiyonunun egiti nedir?

L1 <x <3 olmak lzere,
Z:. f(x):iZX—':‘}X“““sH

fonksiyonunun esiti nedir?

Mutlak Degerle ligili Onemli Ozelikler

Mutlak deger igindeki bir ifade eksi ile garpdabilir.
Sonug degdismez.

Ornedin

|2-x|=|x~2] dir. Ayn: sekilde

|- 2-x]|={x+2] olarak yazilabilir.

Hal Bu dzellik daha gok mutlak dederli denklem ve
egitsizliklerde lazim olacak.

K&k derecesi ile kik igindeki ifadenin dssinin ayn)
cldugu durumlarda; efer kék derecesi tek ise icerdeki
ifadeyi aynen cikarin, isaretine filan dokunmay:n.
Ormek vereyim.

¥ =x

Y2y =2

Ya-b)® =a-bdi.

Fakat kdk derecesi gift ise kék igindeki Hadeyi kok di-
sina mutlak deder olarak gikarin. Sonra mutlak dege-

ri de halledersiniz.
Meseid

J(-3)? =|-3]=3
4(-5)* =|-5|=5
Vo= =|x-y]

Anlagild: m?

4, 31,'(—2)3 ~1—W+W

ifadesinin degeri kagtir?

5. & <0< b < c olduguna gore,
|a~2b[~|c~a|+]-2a]

ifadesinin egiti nedir?
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6. a <0 <bolduguna gbre,

Y(a-20)° -J(2a-0)? +4b?

ifadesinin esiti nedir?

7. a <0 < b olduguna gbre,

3(Ba-20)° - \f(a-2p)? +V4a?

ifadesinin esiti nedir?

8. 1 <x < 3 olmak {izere,

f(x)= J(x -3y —%*f(x -1y

fonksiyonunun egiti nedir?

8. 1 <x<2olmak (zere,
f(x):tx2 m4l.—~|x+1[

fonksiyonunun esiti nedir?

10. f(x)=|2x + 4| +]2% - 2|

fonksiyonunun x e (- 2, 1} igin egiti nedir?

14, 2 < x < 3 olmak lizere,

9-x?
[x-3|

fonksiyonunun egiti nedir?

f(x) = +]3x 6]

42. x < 1 olmak (zere,

f(x)=x* +(x=1)° -2

fonksiyonunun egiti nedir?

13. 1 < x < 2 olmak lzere,

2
X -1| 2
LX -4

=S g

fonksiyonunun egiti nedir?
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~ Mutlak degerli denklemlerin Gézlimii

e ye bahsedeyim yine.

|x|=4

denkleminin ¢ézlim kiimesi nedir?

|x-2[=3

= denkleminin ¢éziim kiimesi nedir?

denkdeminin géziim kiimesi nedir?

f(x)=] 2x - 5|

ax)=3

:fonksiyoniarmm kesim noktalarinin apsisleri
- toplami kagtir?

"% Birinci ve ikinci kitapta vardi. Hatirlayin orada epey bi
egilmigtim bunun Uzerine, Ama genel tekrar olsun di-

||x-2|+4|=5
denkleminin ¢oziim kiimesi nedir?

-

|[x+3|-5|w-2

denkleminin ¢oziim kiimesi nedir?

f(x) =||x-3[-2]

gx)=3
fonksiyonlarinmin kesim noktalarinm apsisleri
toplami kagtir?

f(x)m“x—1E—4|

glx) =2
fonksiyonlarinin kesim noktalarinin apsisler
toplami kagtir?
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9. 3lx—-1]+|1~-x|=20

denklemini sadlayan x degerleri toplam: kagtir?

10. [2x-4|+|2-x|=12

denkiemini saglayan x degerleri toplami kagtir?

11. |3xw~3[+|2—2x[:15

denklemini saglayan x degerleri toplamm kagtir?

i2. [ x-6]=|2x]|

denklemini sagiayan x degerieri toplami kagtir?

-~ Mutlak deder diginda x 1 mix li geyler olursa mutlak
" degeri bir arti bir de eksi olarak agin. Ama dikkatli
< olun. Bulduunuz degerleri ilk denklemde yerine ya-
._ : zin ve kontrol edin. Bazilar safilamayabilir,

" Nedenini merak ettidinizi biliyorum. Ama siz yine de
. penim dedidim gibi ¢6zin.@

13. |3x+1}=12x+4|

denklemini saglayan x degerleri toplami kaghr

[3x—5|zx+1

. denklemini sa@layan x degerleri toplam: kagtir?

14, lx2w4|=]3x+6|

denklemini saglayan x degerleri toplami kagt

X|x-3|=4

- denkiemini saglayan x degerleri toplam kagtir?

15. f(x):\x%16|

gt = | 2x + 8|
fonksiyonlaninin kesim noltalannin apsisleri

toplam kactr? 'Iste stkiardan gideceginiz bir iki soru®©

|x~2||x+3|=2x+2

denklemini agagidaki x degerlerinden hangisi
saflar?

N-3  B)-1  C)1 D)2 E)3

16,  |x-2|+3x=4

denklemini saglayan x degerleri toplamm kact

|x2—51|x-2|~_~x+‘!

d?nklemini agadidaki x dederlerinden hangisi
saglar?

Al-4  B)-1 C)1 D)3 E)5

6.

7.

8.

Kritik degerleri (mutlak degerin igini sifir yapan
degerler) farkl: iki mutlak deger igeren denklemler-
de mutlak dederleri bir arti arty, bir arti ekst, bir eksi
arti, bir de eksi eksi olarak dért durumda da acinve
butdugunuz degerlerin ik denklemi saglayip sad-
lamadidini kontrof edin.

|x+4]+|x-1]=7

denkiemini safllayan x degerieri toplami kagtir?

2|x|+{x+1|=5

denklemini saglayan x degerleri toplam: kagtir?

|x-2|+{x+3|=11

denkleminin ¢oziim kiimesi nedir?

f(x) =| 2x - 4|

gy =7~ | x+ 4]

fonksiyonlarinin kesim noktalarinin apsisieri top-
lami kagtir?
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Mutlak Degerli Egitsizliklerin Gézlimu
109l <a fse ~a<ft <a i

9, |x-2|<1

egltsizliinin ¢bziim kiimesi nedir?

10 |x-t]<3
esitsizligini saglayan tam sayilarin toplam kag-
tir?
1. X+3 <1
2

esitsizligini saglayan tam sayilarin toplam kag-
ar?

12. fx) = {2x + 1]

g0 =3
olduguna gdre, f(x) S g(x) esitsizligi x in kag farkli
tam sayi de{;gri igin dogrudur?

a<lf(x)j<bise a<f(x)<b veyaa <—f{x) < b idi;

13. 2<|x|<5

esgitsizligini saglayan tam sayilarin garpimi Kag-
tw? :

4. 1<|x-2|<4

egitsizliginin goziim kiimesi nedir?

15. 1g|x-1|<3

egitsizligini saglayan fam sayiiarn toplam: kag-
tir?

16. o %

esitsizligini x in kag farkh tam say: dederi igin ;
dogrudur?
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1= £2

X 1
3

egitsizligini sa@layan pozitif tam sayitarm toplam
kagtir?

||x—1j~2|s1

1 egitsizliginin gbziim kilmesi nedir?

(x}|>aise f(x) > d veya —f(x)>aidi

]

egitsizligiinin ¢bziim kiimesi nedir?

|2x+1]2 3

esitsizliginin ¢&ziim kiimesi nedir?

6.

8.

esitsizliginin ¢ozim kiimesi nedir?

|0,3x~1]>2

esgitsizlifini sadlayan en biiviik negatif tam sayi
kagtir?

|2x-3|>11

egitsizligini sadlayan en kiictik pozitif tam sayi ile
en biiylik negatif tam sayimin toplami kagtir?

X-2y=5
|4y ~1]|>8

olduguna gore, x in alabilecegi en kilgiik pozitif
tam say1 kactir?
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Mutlak deger fonksiyonunun Grafigi

y = [f(x) | bigiminde tarimtanan fonksiyonlara mutiak
deger fonksiyonu deniyor.

Bir fonksiyonun mutlak degerinin grafidi ¢izilirken
fonksiyonun pozitif oldudu kisimlar (x ekseninin st
tarafindaki pargatar) aynen kalir, negatif oldugu ki-
simiann (x ekseninin ait tarafindaki pargalarin) ise x
eksenine gore simetrigi alinr.

Qrnegin,

/ -2 3N_~6 -

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonunun mutlak degeri

otan | f(x)|in grafigini gizerken,

Yapacaginiz tek sey x ekseninin altinda kalan kismin
x eksenine gore simetridini almak. (Simetrinin ne
demek oldugunuy biliyor oimaniz ldzim. &)

[ste yukanidaki fonksiyonun mutlak degerinin grafigi©

AY if(x)!

VARV

-2 3 6

Siz de grafiklerini gizdigim su fonksiyonlarin mutiak
degerlerinin grafigini ¢izin bakalim.

{Yeniden gizmenize gerek yok. Cizdidim grafik Gze-
rinde de gésterebilirsiniz. €)

fxy ¥

o‘ 3\"“

.

-2 2

AR

Bu sekilde yani, grafigi verilen bir fonksiyonun mutlak
degerinin grafigini ¢izmek kolay. x ekseninin altinda
kalan kismi x ekseninin stiine tagiyoruz o kadar.
Ama fonksiyonun kurali verip de grafigini isterse
bunun grafigin gizmek baya bi zahmetli. (Korkmayin,
Zaten ben de gizmiycem@ Ama sorular yapabilecek:
siniz yine@

Yine de merakhiar igin sdyleyeyim. Aslinda mutlak -
defer fonksiyonu pargal olarak yazidabilir. Ve daha -
sonra da bu pargall fonksiyonun grafigi cizilerek gra-.
fik cizimi hallediimis olur. ' :

Fakat dzellikle test soruiannda kesinlikle grafik gizi-

miyle ugrasmak hig de akil kari degil. Test teknigine
gore ctzmek daha akillica. Onu da anlatcam. Merak
etmeyin. Ben sizi bu konuda cahil birakir miyim hi¢®

Bir iki geyi bilin yeter.

Birincisi, mutlak ded@er fonksiyonlarimn grafikleri' '

kritik noktalarinda (igini sifir yapan x degerlerin-
de) kinhr,

ikincisi de eksenleri kesim noktalarina bakin,
Belki iigiincii olarak grafik lizerinde olan bazi
noktalar: gérmek gerekebilir. Ama gogu zaman il
ikisi yeter. Goreceksiniz. :
Ormedin bu sdylediklerimi su grafikte gériin isterse-
niz. : :
y=2|x+2|+|x-1| ¥

fonksiyonunun grafigi su: 6

5
Bu grafik y eksenini x = 0 \/ 5

igin y = 5 oldugundan &

te kesiyor. Ve mutiak de-
derlerin igini sifir yapan

kritik noktalarda kinhyor.
Ayrica kritik dederlerde x = — 2 igin y = 3 oldugunda
kirima noktalarndan biri (- 2, 3) digeri de x = 1 igi-
y = 6 oldugundan (1,6) noktasinda kiriliyor.

[P R —

S
o
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Grafigi verilen mutlak deder fonksiyonunu
wulma (Test sorulan igin)

o Bir iki seyi bilin yeter,

girincisi: mutlak deger fonksiyonunun grafifi, mutlak
degerlerin igini sifir yapan x dederlerinde (kritik de-
gerlerde) karihir,

Ikincisi de

v x = 0 igin y nin kag olduduna bakin. Godu zaman

punlar yeterli olur. Oimazsa kritik degerier igin y de-
gerinin kag olduguna bakin. Eger bu da olmazsa bir
alo dersiniz artik®

Yukarida grafigi verilen fonksiyon agagidakiler-
den hangisidir?

i A)y=|x+2]

B) y=|x~1]~2
C) y={x~2|

D) y=2|x-1]

. E) y=2-|x|

IV

Yukanda grafigi verilen fonksiyon agafidakiler-

~ den hangisidir?

A) y=|x=1|+1

B) y={x~1]-|x~3]

SOy y={x+2]-1
D)y =|x-2]-1
B) y=1-|x-2|

y=|x+2|+|x~1]
fonksiyonunun grafigi agagidakilerden hangisi
olabilir?

A) Ay B) Ay

C) ay D) AY
3
N 2 . [
* -2 H 1
2 X X
-1
E) Ay
3

2 O =X

Yukarida grafigi verilen fonksiyon asagidakiler-
den hangisidir?

A) y=|x-2|+2
B) y=|x+2|-x
C) y=|x+2|+x
D) y=i{x-2|-x
E) y=x~|x+1]
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1
2/ .
0 1 =X
-3

Yukanda grafigi verilen fonksiyon agagidakiler-
den hangisidir?

A) y=|x-1|+]x+2]
B) y=|x+2|~|x-1|
C) y=|2x +4|-|x-2]
D) y=|x-1]|-{x+3|

E) y=|3x~3|~|x+1]|

Yukanda grafigi verilen fonksiyon agagidakiler-
den hangisidir?

A) y=|x—1|+|x+3]

B) y=|2x-2|+|x+3|
C) y=|2x+6|+|x-1]|
D) y=|x-+1|+|2x~6]

E) y=|3x-3|+|x+1]

oo

fonksiyonunun grafigi agadidakilerden hangisi
olabilir?

y=xix-2|

fonksiyonunun grafigi agagidakilerden hangisi
olabilir?

B) y

FONKSIYONLAR

Yukanida grafigi verilen baginti agagidakilerden
hangisi olabilir?

A) y=|x-1|+2
B) x={2y-2|+1
C) x=|y~-2|+1
D) x=|y-1}+2

E) y=|fx-2]+1

fonksivonunun grafigi agagidakilerden hangisi
olabilir?

B) Ay
A
2 :2
i
ay D) Ay
D
% X 2 " : <
-2 52 :
4\0 ; ;2\"\

\_2
-1 0

Yukanda grafigi veriten fonksiyon asagudakiler-
den hangisidir?

A) y=|x-1|+]2x + 6]
B} y=|x~3|+|x+1]
Cyy=|x-1|+[x~3]

x+1

D:
)y2

x-3
2

E) y=|3x~1|+|x+3|

y=|x+1]- x-1|

fonksiyonunun grafigi agagidakilerden hangisi
olabilir? :

A) by B) 1
e 2
X 1 ox
O -1 =
21
Ay
C)
prd 2y ;
] 1§ 2 X
4-2
E) ay
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y=|x-|x-2]|

fonksiyonunun grafigi agagidakilerden hangisi
olabilir?

-1 10

ly-2]-x=1

bagintisinin grafigi agagidakilerden hangisi
olabilir?

Hatirlaymn. ©
Iki veya daha fazla mutlak degerin toplarm sifir ise
her biri tek tek sifira egit idi.

x|+ y|=1
bagintisinin grafigi agagidakilerden hangisi olabi-
{ir? '

|x-2]+|y~4|=0
AY
A B) olduguna gore, X + v toplams kagtir?

C) ¥ D) AY
1 N7
1 ’ 1 —x x3+1i+|y+3!+|z~—4|m0
P % P [¢]

olduguna gore, x + y + z toplami kagtir?

-y=|x[20 |2x+10]+3

ba@intisinin grafigi agagidakilerden hangisi clabi
lir?
A

. toplaminin alabilecegi en kiigiik deger kagtir?

Ornek Soru

f(x)=|2x + 4+ x 4|

fonksiyonunun en kiiglik degeri kagtir?

Cozelim®

__iki mutlak degderin toplaminin en kiigiik degerini bu-
lurken Gnce kritik noktalar (mutlak degerleri stfir ya-
Pan degerteri) bulun. Sonra da bu degerleri fonksi-
:'Yonda yerine yazin, Yani, bu soruda f{-2} ve f(4) in
-Kaga esit oldugunu buiun. Hangisi kliglk ¢ikarsa ce-

__f(42) =6 ve f(4) = 12 dir. Kiiglik olan 6 oldugu igin bu
-SOrunuUn cevabi 6 dir.

: Eger {i¢ tane mutlak deder olsayd: ayni seyi gl igin
--d? yaparsiniz.

4. |2x+10]+{x+2|

toplaminin alabilecedi en kiigilk deger kagtir?

5. T=jx+2|+|2x-8|

8.

7.

olduéuné goére, T nin alabilecegi en kiiglik deger
kacgtir?

f(x)=|x+1|+{x - 4|+|2x + 4|

fonksivonunun gériintd kiimesinin en kiigiik ele-
mani kagtn?

A=|2x+2|+{2x - 4|+|x +3]

olduguna gére, A nin alabilecedi en kiiglik deger
kagtir?
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3. |2x+ 4]+ x~3|+M

toplaminin alabilecegdi en kiigiik deger 4 oldufjuna
gore, M kagtr?

24
|x+1|+|2x-6|

ifadesinin alabilecegi en biiylik dedier kagtn?

Ornek Saru
A=|x+2|~-|x-4|

olduguna gére, A mn alabilecedi en biiyiik ve en
kiigiik degjer kagtir?

Cézelim@

Bu soruda A min en biyik dederi x = 4 igin alcid) de-

gerdir. Yani, A, =|x+2|-|x-4| dolaysiyla da x
0 olmals

= 4 igin A nin en bliylk degeri 6 oluyor.

A min en kilglik dederi icin ise x = — 2 vermek [azim.
A =|x+2]-|x-4| budax=-2igin—&di.

0 oimal
Bu sorudan su sonucu da gikarabilirsiniz@
A min deder arah§ {yani, gbriintl kilmesi} -6 <A <86
dir.

10. As=|x+5]|~{x~1|

olduguna gore, A min alabilecegdi en biiyiik deger
kagtir?

11. K=|x+4]~|x~3|

oldufuna gbre, K nin alabilecegi en kiigiik deger
kagtir?

12. A=}x+2|m|xm3!

olduguna gdre, A kag farkh tam say: deger alabi-
lir?

13. R de tanimll,
f(x)=|3x-12|+|2x 10|

fonksiyonunun goriintii kimesi nedir?

44. R de fanimis,
fx)=lx+2|-|x-4|

fonksiyonunun goriintli kiimesi nedir?

= Yani, bu fonksiyon x

Sizde f(x)= ~

s FONKSIYONLAR

Fonksiyonlarin Tamm Kiimesi

En genis tanim kiimesi olayl dnemH.

Bir fonksiyonun en genig tarum kiimesinden kasitx e
verilebilecek degerlerin kiimesidir. Yani, x & hangi
degerleri verebiliriz. Ya da hangilerini veremeyiz.
Onemli kisimiarn: vereyim@

Polinom fonksiyonlarin tamim kiimesi

o f(x)=3x2 -2x+5
gl =2x* -3x3 +5x+1
Ch(x)=-5x% +x+4

gibi poliner tipi fonksiyonlar: tanimsiz yapan x degeri
- yoktur. Onun igin bu tip fonksiyonlarin en genis tanim
kiimesi reel sayilardwr, Yani, R dir.

¥ Rasyonel fonksiyonlann en genig tamim kiimesi

Hat:rlayn,

" Rasyonel ifadeler paydalarin: sifir yapan x degerlerl
“igln tanimsiz idi. Yani, x e payday! sifir yapan defer-
. ler verilemezdi.

- Dolayisiyla bir rasyone! fonksiycnun en genis tanim
- kilmesi reel sayllardan payday: sifir yapan degerter

+x-B6 x-5

_.'fonksiyonu x in hangi dederleri icin tanimsizdir?

Cozelim®
; _Cok hasit. Payday! sifir yapan degerler igin.

2¢x-6=0danx=2vex=~3

¢in. Bir de x — 5 = 0 dan x = 5 igin tanimsizdir,

-Oyle dedil mi? Mesela f(5) kagtir? Veya f(2) kagtir?
: 'diye bir sey sorabilir miyim?

Tabii ki hayir.

 Peki bu fonksiyonun en genis tanim kiimesi nedir?
+Onu da yazayim. Reel sayilardan tanimsiz yapan

d_eéerleri cikaracaksiniz. Bu da R — {- 3, 2, 5} geklin-
de ifade edilir.

3x+1 1 .
——— +— fonksiyonunun en
X ~x—12 x+2

genis tanwm kiimesini bulun bakahm.

R~{-3 2, 4} bulduysaniz aferin®.

i

o Koklii Fonksiyonlarin En Genis Tamin kiimesi;

Kokl fonksiyonlarda

Kok derecesi tek ise kitk yokmus gibi distnebilirsi-
niz. Yani, kékten dolayr tanimsizlik oimaz.
Fakaaat...

Kok derecesi gift ise fonksiyon kok igi 2 0 sartin
sadlayan x degerleri igin tanimlidir. Veya kdk igini
negatif yapan x dederlerinde tanimsizdir.

Ornek Soru

f00= 53T

fonksiyonunun en genig tamm kiimesi nedir?

Cézelim®

Kok derecesi gift oldugu igin kok igi = 0 olmasi lazim.
Yani, 5 | 2x - 1|2 0 olmah. Artik bunu ¢oziip en ge-
nig tanim kiimesini {araliging) [~ 2, 3] olarak buiur-
Sunuz.

Ornek Soru
f(x)=vXx-2 +/6-x +¥2x - 8

fonksiyonu 3t in kag farkh tam sayi deger igin ta-
nimbicir?

Cozelim®

Tek tek deder vererek bakmiycaz tabii ki.

Az dnce ne dedik?

K&k derecest gift ise kok ici 2 0 olmasi zimdi.
Dolayisiylax—-220danxz2ve 6 —xz 0 dan

x <6 oimall. 32X~ 8 ifadesi ise daima tanimlidur.
Giinkii kdK derecesi tek. Demek ki 2 den 6 ya kadar
olan yani, [2, 6] aralifindaki tam sayilar igin tanmii.
Yani, bes tam say! igin.

o Logari¢mik fonksiyonun en genis tamm kiimesi
Bu son. Bunu da verip bitireyim.

f(x) =log - h(x) bigimindeki bir fonksiyonun en

genig tarmim kiimesi g{x) > 0, g(x)Z tveh{x}>0
esitsizlik sisteminin ¢Ozim kimesidir,

Yazarken biraz gicik gibi duruyor. Ama o kesinlikle
cok kolay.©@

Ozet olarak hepsi pozitif olacak ve taban 1 e esit ol
mayacak.

Zar mu ki?
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3x+1 1
+

X—-2 x-3

fonksiyonunu tanimsiz yapan x degerlerinin
toplami kagtur?

1. ()=

3x+1 1 1
2. f(x)= ——+
) x2 -1 x?-2x X
fonksiyonunu x in kag farkl dederi igin tanim-
sizdir?

x-+1
x® —4x
fonksiyonunu x in kag farkl degeri igin tamm-
s1zdir?

3. f(x}=

X+1
x2 —2x-8
fonksiyonunu tanimsiz yapan x degerlerinin
toplami kagtir?

4. f(x)z

7.

X% X +1

=52

fonksiyonunu tanimsiz yapan X dederlerinin
toplarm kagtir?

X2 43

f(X) = m

fonksiyonunu tammsiz yapan X degerierinin'
toplami kagtir?

2

0 BT

fonksiyonunu tanimsiz yapan x deéerlérinin '
toplami kactir?

~ 5
%2 —(m-1)x-3

()

fonksiyenunu tamimsiz yapan x degerlerinin.
toplam 2 olduguna gore m kagtir?

& FONKSIYONLAR

f(x)=3++-x+2

fonksiyonunun en genig tanim arali§i nedir?

fxX)= 2%+ B~ x

fonksiyonunun en genig tamm aralid: nedir?

i fx)=Vx~2~6-x

- fonksiyonunun en genig tanim arali§i nedir?

HX)=y-x% +2x +3

fonksiyonunun en genig tamim araligi nedir?

5.

8.

7.

N

fonksiyonunun en genig tanim araligi nedir?

f(x)=\/4——?+34'2x—10

fonksiyonunun en genig tarmim araligi nedir?

f(x)x3\/1wx2 +¥x¥2+3

fonksivonunun en genig tamm araligi nedir?

f(x)=5-|x-1]

fonksiyonunun en genis tamm arahd: nedir?




o
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9. f(x) =, 9-|5x~1|

fonksiyenunu X in kag farkls tam sayi degeri igin
tamumhidir?

10. f(x)=,|x+1j-4

fonksiyonu x in kag farkli tam say degeri igin
tanimsizdir?

1. f(x)= 25— %% + YX=2 —X+2

fonksiyonunu tanimh yapan x tam sayllarinin
toplam kagtir?

5
Xx=5
fonksiyonunu tanimsiz yapan tam sayilarin top-
lami kagtir?

12, f(0)=]1+

o X
13, f(xX)= | ——t— 3
e ‘J X% -5x-6 f(x)”’*x_i%l

fonksiyonunun en genig tamm aralifi nedir? " gonksiyonunun en genis tanim araligi nedir?

F(X) = VX B + o

x2 41

4. £(x)=3{1-x?

fonksiyonunun en genig tamm kiimesi T, gorim
%1 kitmesi G oldudiuna gore, T n G kiimesi ne-
dir? '

“ fonksiyonunun tanim kiimesindeki en kiigiik x
_ degeri icin Vx+7 ifadesinin degeri kagtir?

15. f(x)=241-x2

fonksiyonunun en genig tanim kiimesi T, gorii
tii kiimesi G olduguna gore, T U G kiimesi ne-
dir?

f(x)“ X3+X+'§

R i

: fé“ksiyonunu % in hangi pozitif tam say: deferi
| igin tammsizdwr?

16,  f(x)=2+49-X°

fonksiyonunun en genis tanim kiimesi T, gori
tii kiimesi G olduguna gére, T U G kiimesi ng'

. 2
dir? fx)= 2223, X

2X-m x+2

o’nksiyfonunu tarumsiz yapan x degerleri toplami
olduguna gére, m kaghir?

5.

8.

7.

f(x)=log, (2x - 8)

-

fonksiyonunu tanimh oldugu en kiigiik tam say
kactir?

f(x):ioga(S—x)

fonksiyonunu tamml yapan pozitif tam sayilarin
toplam: kagtir?

f(x)=lag, (x - 3}

fonksiyonunun ten genig tanim kiimesi nedir?

f(x)=log, (~x? + 2x+8)

fonksiyonunun en genis tarim aralifn nedir?
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wa)

9. f(x):%t}gz(x4

fonksiyonunun en genig tamm araligl nedir?

x2 ~x-20
1-x

10, f{x)=log2[

fonksiyonunu tammh yapan pozitif x tam sayilan-
nin toplam kagtir?

M. #(x) = log, (2x? -50)

fonksiyonunu tanimsiz yapan pozitif tam sayilarin
toplami kagtir?

12. f(x):logz(x2 _2x-—15)

fonksiyonu x in kag farkh tam say! dedgert igin ta-
nmimsizdr?

13, f(x)=log,{3-]x~1])

fonksiyonu x in kag farkli tam sayi dederi igin ta..
mimhdir?

14, f(x)=log,, 1)(7w~x)

fonksiyonunun en genis tanim kiimesindeki tam:
sayilarin toplami kactir?

15. f(x)=log, (4x-x2)

fonksiyonunun en genig tanim arahg nedir?

16. f(x):iogﬁ (7-2x)
fonksiyonu x in kag tam sayi degeri igin tamii
dir? :




Bir milletun bivyiklig i, niif Klugw e de s
MV@WWWMWWMWOW.
Victor Hugo-

Yetenekler ortoaktvr; herkey onlaro sahiptir amaw nadir

olowv yeteneklevimigin bigi gotiw dilg o yere gilme
cesowretidiv.,

. LIMIT VE SUREKLILIK

LIMIT ve SUREKLILIK

' Limit konusu kolay sayilabilecek bir konu,

Size énce bilimsel bir tanim@

. x defiskeni a sayisina yaklagtidinda f fonksivonu da
“ p'sayisina yaklaglyorsa, b sayisina; X, a ya yaklagir-

“ken § fonksiyonunun limiti denir.

im f{x)=0b seklinde gésterilir.
- @

Ve i
: X

: Bir sey anladimz mi?

. Neyse... Birazdan ne demek istedigimi daha iyi anla-

- yacaksiniz. Gergi bu konuyu anlatarak dgretmek da-

ha kolay. Ama (zgiiniim ki burada yazarak izah et-

. *'mek zorundayim®

: Ayrica burada bir de sagdan limit ve soldan limit
“muhabhbeti var. Limit olayinin iyi anjagtiabitmesi igin

- ik 6nee bu saf sol ofayin halletrnek lazim.© Dolayl-
- siyla da ilk énce safidan ve soldan limitin ne oldugu-
“nu iyice bi &grenin bakalim.

 Fonksiyonun grafiginden yararlanarak limit
* bulma ve safidan —soldan limit olay

‘x defiiskeni a ya sagdan (yani, a dan bilyiik ve aza-
~lan degerlerie) yaklagirken f nin limiti varsa (her han-
gi bir degere yaklagiyorsa) bu limit defierine fnin x =
| & noktasindaki sagdan limiti denir.

Clim f(x) = ... seklinde gésteriir.

Cx-sat

-Yalniz bu yazimda suna dikkat edin. Buradaki a nin
iistiindeki art! x in a dan birazcik daha biiyiik ol-
dugu anlamina gelir. Bunun a nin pozitif ofmasiy-
a hir ilgisi yoktur. Bilginiz olsun.

Sekildeki f(x) fonksiyonun da fim f(x) =D di.
: X-r 3

ﬁbldén Limit

X dediskeni a ya soldan (yani, a dan kiigiik ve artan
leerlerle) yaklasirken f(x) in lrmiti varsa (yani, yak-

lagtid: bir deder varsa) bu limit degerine f(x) inx = &
noktasindaki soldan {imiti denir,

lim f(x)=...geklinde gosterilir,
X->a
Ve burada da a min iissiindeki eksi % in a dan bi-
razeik kiigiik bir deder oldugu anfamina gelir.
Yoksa a nin negatif olmastyla iigisi yokiur. Ona
gore.

4 )

c
T

1
0

Sekildeki f(x) fonksiyonun da lim f(x)=c¢ dir.

X->a~
Sagdan ve soldan limit olayu bir de séyle izah ede-
yim. Ama &nce glizel bir sekil gizeyim.

WV *

Simdi diyelim ki yukarnidaki fonksiyonun x = 3 nokta-
sinda sagdan {imiti ve soldan limitini, vani  m f{x)
x—3%

ve lim f(x) degerlerini buimak istiyorsunuz.
X3

Yapmaniz gereken sey su: Iim1 f(x) degerini bul-
X-»37

mak igin 3 {in sadindan (Ama hemen dibinden®) yu-

kariya dodru (Asagiya dogru da olabilir.) diiz bir gizgi

gizin ve ilk 6nee bu gizginin edriyl kestigi noktay: bu-

lun. Sonra bakin bakalim bu noktaya kargilik gelen y

degeri yakiagik olarak kag? '

fix}

Iste 3 noktasindaki sagdan limit budur. Yukaridaki

fonksiyonda bu degerin  lim f(x)=4 oldugunu
%> 3%

bulmugsunuzdur artk©

Ayni mantikla soldan limiti bulurken ayni islemi 3 (n

hemencecik solundan bir ¢izgi gizerek bulun bakalim.
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LIMIT VE SUREKLILIK

2 yi buldunuz mu? Gok yahgi.®

Ve gelelim can ahot nokiaya;

Bir fonksiyonun herhangi bir noktada limitinin
olmas: igin bu noktada sagidan ve soldan limit
degerinin birbirine esit olmas: gerekir. Dolayisiyla
bir fonksiyonun herhangi bir noktada sagdan ve
soldan limiti esit degilse bu noktada limiti yoktur.

Aslinda bu dedikierimi sdyle zetleyebilirim. Fonksi-
yonun grafiginde sigrama olan noktalarda limit
yoktur. Mesela az dnceki fonksiyonun x = 3 nokta-
sindaki sagdan ve soldan fimitleri farkl oldudu icin bu
noktada limiti yoktur. Zaten sigrama yaphg) da gok
net gorindiyor. QOyle degil mi?

Mesela su grafikie x = a da edride sigrama olmadil
icin bu noktada limit vardir.

Sekildeki f fonksiyonunda

lim f(x)= fim f(x)=L oldugundan lim f{x)=1
x—»a’ x->a" X—>a
dir.
Ayrica, hir fonksiyonun herhangi bir noktada fimi-
finin olmas: i¢in bu noktada tanimli olmasi ge-
rekmez.
Yani, bir fonkslyen fimiti oldugu noktada tammii of-
mayabilir veya tanimii oldugu deger limit dederinden
daha farkl bir degder de olabilir. Hig dneml: degil.©

¥4 f{x)

L

/2

Sekildeki f fonksiyonu x = 2 noktasinda tanimil dedil-
dir. Yani, §2) degeri yokiur. Ama bu noktada limiti
vardir, Glinkii fonksiyonun x = 2 noktasindaki fimiti,
bu noktada aldigi deder (taniml oldugu degder) dedil,

x in 2 ye sagdan ve soldan yaklagirken f nin yakiagti-
& degerdir. f fonksiyonu sagdan ve soldan 4 e yak :
lastigindan x = 2 noktasindaki limiti 4 tir.

Grafigi verilen fonksiyonun herhangi bir
noktadaki safidan ve soldan limit olay

Yani, x“»Tz f{x)=4 tr, Ay
Herhangi bir noktada fonksiyonun limiti ite tanim 4
i1 oldugu degerin farklt olmasi limit dederini etki- 3 o
lemez.
a O / h ¢ =X
f{x) 12

~ gekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gére,

Y
5
4 aaraners :
/ 2 X

'_ al lim f(x)=

/ 0 2 Xx-»a
) B dim f(x)=
Ornedin, sekiideki f(x) fonksiyonu igin f(2) = 5 fir, " X >3

Ama bu nokiadaki imit [im £(x) =4 tr. ;
X 2 L) im f(x) =
: x - b7

Grafikte limitin o olmasi ve X — oo igin limit

hesab 4 fim fGx)=

x - bt

Bilimselligi yok ama su bahsettigim sayinin sadinda
ve solundan gizgi gizerek limit bulma yéntemi burida
da ige yaryor. Deneyin isterseniz®

YA

ce) Hm )=
X—=>C

Dediklerimi yapin ve sekildeki f fonksiyonunun grafi

gine gdre, x
lim f{x)=e dim f(x)=-c0
Ry =27 X-pe 2t

lim f(x}= Him f{x)=o

o . “Sekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gore,

_) im f{x)+ lim f(x)=

Demek ki, x = - 2 de limit yoktur, Glnk{ sagdan ve X2 s

soldan limiti farki gikii.
Ama X = 2 de limit co dur, GlUnkd ikisi de co gikir..
Bir de x — oo igin limiti bulun bakalim. Yani,

lim f{x) dederinl.

Koy G0

B) -
) fimf(x) =

lim f(x)= lim f(x)=1 oidugunu gbrebildiniz m
Ky 8 Ko~y —o

3
Sekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gore,
a) lim f{x)+ lm =
Xx-»2" x— 37
b) lim f{x)+ lim =
X—>2F X3 4
4,
Ay f(x)
4
2

P el

-2

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gore,

a) dim f(x)=

X - 27

b) lim f(x) =

x - 2"

¢) lim f(x)=
X - -3

d) im f{x)=

% - 3%

&) lim f(x)=
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Sekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gore,

a)  lim
X -y =27

kagtir?

by iim
x =27

tir?

f(x}+ {im
X -2

f{x)+ lim
x—~2"

= -3 oldufuna gore, b

=5 olduduna gdre, a kag-

Sekilde grafi{ji verilen f fonksivonuna gore,

a) fim f(x)+ lim f(x)=

X -

x-b*

b} im0 lim fx) =

K> @,

® -2 B

y = f(x}

Y
x

O] 2 3 4

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gore,

a) lim fo0+ lim f¢)=
x>0 x> 47

b} lim f{x}- lim f(x)=
X3 X3 2

€) #2)+ lim )=

X -3 47

d}  Him f)+ Em f(x) =

X -2 x-337

74 2 0 2

Sekilde grafigi verilen f fonksivonuna gore,

JUNCIUACE

b)  fim  f(x)- >(ﬁmof(i<)=

x - =2

¢ HO+2)
I 0

O

" LIMIT VE SUREKLILIK

.sé:kii'de grafigi verilen f fonksiyonuna gére,

Ca) im {00+ lim f(x)=

K~ -2 x-33

b)) lim ()~ lim f(x)=

X -y =37 X317

o } dim f{x)+ lim f{x)=

x - 1% X33

cdymm f(x)e lim fx) =

x> -2t Xop 3T

-1 [e]

a} fim f(x)=
S

b am fx)=

N

Sekilde grafidi verilen { fonksiyonuna gére,

a)  lim f{x)=
X > ot

by Wm f(x)=
X wy w2

¢) fim f(x)=

d} lim f(x)=

X e 0

2
2N o x
-3/0 3

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gdre,

a) iim f(x)=
x - -3%

b} lim fx)=

- 37

e) dim f{(xX)=

{
X 0

d) lim f(x)=

X~y a0

e) lim f(x)z
x->3%
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5.
yi\ s
\i/fx
Sekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gore,
a) lim ()=
X - 3
b} im f(x)=
X -> 3
c) lim f(x}=
X —r 0
d} lim f(x)=
X g — 0
8.

2
-4\54_1_1 2 4

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonuna gore,

), i, 100

B) lim fo+ Eimsf(x)=

X -3 -4 x -
¢} lim f{x) - lim f(x)}=
x-»0 X - 2

d) 1(2)+ fim f(x)=

3210 12 %

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonunun apsisi - 3,
~2,-1,0,1, 2, 3 olan noktalarin hangilerinde 1i

miti yoktur?

-5, 4 —3,~2,~1,0,1, 2, 3 olan noktalarda va

1

olan limitleri toplami kagtir?

& LIMIT VE SUREKLILIK

polinom ve Mutlak Deder Fonksiyonlarinin Limiti

Grafik olmayan limit sorularinda yapmaniz gereken

sey cok daha basit. Soru ne olursa olsun. Yapiimasi
gereken ik gey x i yerine yazmak. Eger sikinti gikar-
sa (ki bazilarinda ¢ikacak®) onu da nasii halledece-

. ginizi sonra soyliycem.

Demek istedigim gu; f(x} bir polinom fonksiyon ise,

lim #(x)=f(a) dir. Yani, fonksiyonda x yerlerine a
K->a

yazilr.
Ayrica, X = a da limiti ofan f(x} fonksiyonu igin,

tim 109 =162

lim 2T = 2 &) dir,
p 31

Bir drnekeikle ne demek istedifimi daha iyi anlaya-
- caksiniz.

:. Ornek Soru
im. (Jx3 +3 —|xu4|+5x)
X~
* limitinin degeri kagtir?
© Gozelim®

. Normalde sorular geneide bu kadar da uzun olmaz.

" Fakat ben soru uzun ve daha karmasgik olsa bile fark

~etmedigini goriin diye béyle yazdim.

Az 8nce ne dedim? Soru nasil olursa olsun. yapaca-

diniz ik is verilen x dederini yerine yazmak. Problem

¢ikarsa onu sonra diigtiniirsiiniiz.

Yazin bakahm.

"xlinn1 (w/xa +3 —]x—41+5x)=v'13 +3-|1-4|+5.1
-

Buradan da sonucu 4 bulursunuz artik.
S| -
XEPE(SX 3)

limitinin degeri kagtir?

I /E 5

limitinin degeri kagtir?

4.

5.

lim (x2 —5x+1)

X -3 2

limitinin degeri kagtr?

fim (x3 —4x+2)

x -3 ~1

{imitinin dedgeri kagtir?

fim {3x+2m+5)=17
X -2

olduguna gore, m kagtir?

ﬂg(xz wax) =0

olduguna gore, a kaghir?
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7. lim f(x) = 2 olmak {izere,
X3
Hm (4f 3myj=11
Jim, (4f(x)+ 3m)

olduguna gbre, m kactir?

8. lim 3%+ 1
X 5

limitinin degeri kagtir?

lim |-3x+1|
9, X—p 1

limitinin degeri kagtir?

—3%+1
X+2

10. lim
X ~3

limitinin degeri kagtr?

CLIMIT VE SUREKLILIK

L mX-
i1. fim
X-»% X1

lim (—2x3 +4)

%> ~17

2::3

olduguna gire, m kagtir?

2

o MXT+3X+2

12. Rk =4 lim+(8x2——2x-3)
M—%

- limitinin degeri kaghir?

olduguna gére, m kagtir?

lim |3x-8]
xer3”

13. i ’3X+4
x—inh 5-4x

limitinin dederi kactir? limitinin degeri kagtir?

Normal bir soruda sagdan ve soldan limit sorulma's'f_'
bir sey dedistirmez. Ayni seyi yapin. Sad solu bog
verin. x yerine yine verilen degeri yazin

lim \J21-[2x+3]
X—3 ~4

_l'i_'rnitinin degeri kagtir?
14. im (4x-2) i

x-p27

limitinin dederi kagtir?

limitinin degeri kagtir?

5.

K= 1

Hm (3—?}2){2 —2x+4)

limitinin degeri kagtir?

)

%3 2t

limitinin degeri kagtir?

im (x2 +-J6—2x)

x— 37

limitinin degeri kagtir?

lim (3"*‘ —2) =79

X-n

olduguna gdre, n kagtir?
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9. lim (22""1 m17)=15

X—=>C

olduguna gbre, ¢ kagtir?

10. im (az"‘” ,,43) =200

X3 2

oldufjuna gére, a kagtir?

11. tim (x2-1)=4c-5

K G

oldufiuna gore, ¢ kagtir?

12. lim (4" 4251 -3)

X3 2

limitinin degeri kagtnr?

13. xli_r:ss(x2 +logx(x+6})

limitinin degeri kagtr?

im 2%+l Bx+7
14, x‘iﬂs( x +log, (5x+7))

{imitinin dederi kagtr?

15, lim (| %2 wxl—S)

x> 3

limitinin degeri kagtir?

16. lim {|2x-7|-3)=4

X—=>m

olduguna gbre, m nin pozitif degeri kagtir?

- LimiT VE SUREKLILIK

pargali fonksiyonun limiti

5 parcall fonksiyonlarda limit hesaplanirken bakmaniz
gereken ilk sey verilen noktarun kritik nokta (yani,

- fonksiyonun parcalara ayriidids x degeri) olup olma-

i digicir. Kritik nokta degilse 8nceki limit hesaplarindan
217 farki yok. Verilen dedere uygun olan pargay) kullanip
- [imiti hesaplayin. Amma verllen nokiakritik nokta ise
 pu noktadaki sagdan ve soldan limite bakmaniz 14-

o ZEm
. Bir drnek Soruyla izah edeyim.

- Ornek Soru

: 3x+1, x <1 ise,
C0=16-x%,  1<x<3ise,
1-2x, x> 3 ise,

'-éoldug";una gére,

'-.'é) iim2 f(x) timitinin degeri kagur?
- X

“b)  lim f{x) limitinin degeri kagtr?
e %1t

o

) lim £(x) timitinin degeri kagtir?
X3 ‘

Cozeyim®

3 B soruda anlatmak istedifim her sey var.

& 'sikkina bakalim. Ama daha énce suna bakin. Bu
onksiyorun kritik noktalart hangileri acaba? x = 1 ve
x=3 byle degil mi?

Ik 8nce bu kritik nokta meselesini halledin.

Neyse... Gelelim soruya.

(=~ 2 noktasindaki limiti sormugum. - 2 kritik nokta
c_jimadlgmdan direki x yerine — 2 yazcaz. Ama hangi-

lim f(x) = lim 3x+1=3.(-2)+1=5 .

x--2 X —2

b sikkina bakalim.

oktasmdaki sagdan fimiti sormusum.

F’_e'_ki, bunda hangi pargayi kullanacaz? x 1 den azicik

da olsa bityiik. Ne kadar biiytik oldugu énemii degil.
nemii olan blylik olmasi.1 den biyiik x degerleri

Glﬁ__ kullanacagiimiz parga ortadaki oidugundan

lim f)= tim (8- x*) = 4 tor.

X1 x—=1*
var mi bi problem?
Get_elim en dnemili kismina. Yani, ¢ sikkina.

x = 3 teki limiti sormugum. Ama dikkat edin. Bu nokta
kritik nokta. Ve unutmayin ki pargall fonksiyonlarin
kritik noktalarindaki limitleri hesaplanirken bu nokta-
lardaki hem sagdan hem de soidan limitlerine bakilir.
Bakalim.

Once safidan limiti bulalim.

lim f{x)= lim {1-2x)=1-2.3=-5
x—3t

x—+3"
Bir de soldan limiti bulalim.
lim f(x)= lim (5mx2)m5-32 =-4
K37 x->3"
Himm...
Ikisi farkil gskti. O halde bu fonksiyonun x = 3 apsisli
noktada fimiti yoktur. Oyle ya. Bu noktadaki sagdan
ve soldan limiti esit gitkmadt.
Anlasiidi mi olay?

2Xx-5 . Xx=3 ise,
f(x}=

xZ 42 ,X <3 ise,
olduguna gére,

a) Hm f{x} limitinin degeri kactir?
x-» 3%

h) lim £{x) limitinin dederi kactr?
X337

c) lim4f(x) limitinin degeri kagtir?
K=

d) ]im1f(x) limitinin degeri kagtir?
X ~

Ix+1, x>2ise
f{x} =15, x=2ise
7-x%, x<2ise

olduguna gére, lim f{x)+ lim f{x} toplam

x-3 27 X2
kagtir?
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2X+5, X < -1ise,
3. f(x)={x?-2x, -1sx<2ise,

x2 42, x> 2 ise,

olduguna gire,

a} lim f(x) limitinin degeri kagtr?
x— =17

b) lim f(x) limitinin degeri kagtr?
x— 1T

c) Iim1f(x) limitinin degeri kactir?
X~

d) lim f(x) limitinin degeri kagtir?
X2

3x+1, x>1ise
4, £(x) = 5
] X< +3, x<1ise

olduguna gore, f(x) fonksiyonunun x = 1 nokta-
sinda limiti kagtie?

x3+a, X > -2 ise

5. f(x):{

-3x%,  xg-2ise

olduguna gore, f(x) fonksiyonunun x = - 2 nokta-
sinda Hmiti olmas: igin a kag olmahdir?

U LiMIT VE SUREKLILIK

{4 X =2 ise,

X1 ,X =3 ise,
241l x=2ise, f(x}=

x2 , X <3 ise,

olduguna gbre, S
" olduguna gdre,

a} fim f(x) limitinin degeri kagtir?
x-»2%

| a) Nim f(X) timitinin degeri kagtr?

b)  lim f(x) limitinin deferi kagtir? %23

X327 i

3 sz(x) smitinin deger! kagtr? b) xir?“ f(X) timitinin degeri kagtr?

d) x;fn_ 3f(x} limitinin deferi kactir? . ©) xlle f(x) limitinin degeri kagtir?
d) lim f(x) limitinin degeri kagtir?

x—~1

f( ) ax-8, x>2ise
X
10-x%, xg2ise

x2 41, x<-1ise,
f(x}=1 x+3, -1<x<2ise,

fonksiyonunun x = 2 noktasinda limitinin olma
igin a kag olmalicr?

x2+2, x>2ise,

" olduguna gore,

y lim f(X) fimitinin degeri kagtr?
CoX-T

by lim (X} timitinin degeri kagtir?
K3 ~1"

f(x) {2)(—1. X >m ise } xiﬂ #(x) limitinin degeri kagtir?

X+ 4, x <m ise o
. ly )ff‘z f(X) limitinin degeri kagtir?

fonksiyonunun x = m noktasinda Jimiti o!dugu'r'l
gore, m kactr?

3, f(x):{a X =2 ise,

4.

2x-5 ,xX=2 ise,

oldufiuna gore, -

a)  lim 10X} limitinin degeri kagtir?
x> 2T

by im f{X) limitinin degeri kagtir?
Xy 2™

c) J'_Tz f(x} limitinin degeri kagtir?

d) Iim3 f(X) Hritinin degeri kagtir?

Ko

x+4, x =0 ise,

f(x)=14-x%  D<xs2ise,

2

X“+x-6, x>2ise,

olduguna gdre,

a) xli%‘rl1 f{x) limitinin degeri kagtir?
b) lim £(X} limitinin degeri kagtr?
Xx—37

¢)  lim 1{(x) limitini feri
) Jim {x) limitinin degeri kagtr?

d) ;lnl;nz f(x) fimitinin degeri kagtir?




< LIMIT VE SUREKLILIK

4x -1, x>2ise
5. f(x)=1 3,

Smxz. X< 2 ise

X = 2ise

olduguna goére, lim f(x)+ lim f(x) toplam

x—27 x> 27
kagtir?
2x-5, x>1ise
6. £(x) =
x% -1, x<1ise

olduguna gére, f(x) fonksiyonunun x = 1 nokta-
sinda limiti kagtur?

7. =1,

2x+a, x>-2ise
X=, X< ~2 ise

olduguna gére, f{x) fonksiyonunun x = — 2 nokia-
sinda limiti olmas1 igin a kag olmalidir?

ax+1, x>2ise
8. f(x)z{xa-?, x5 2 ise

fonksiyonunun x = 2 noktasinda limitinin olmas
igin a kag olmahdw? :

2 1
g, f(x)={2x X+3, X= ].Se‘
5, x =1 isg,
olduguna gire, lim f(x)+ lim f(x) toplam
1T X—p 2 =
kagtir?
3x+4, x>mise
10. f(x}:{ o
2x -1, x<m ise

fonksiyonunun x = m noktasinda limiti oldugun
gbre, m kagur?

Aﬁaérd& y =%~ egrisinin grafidi Gzerinde bir iki minik
yorum yapalim ve bazi énemli neticelere ulagalim.
i]k_(‘jnce grafidi gizeyim.

YA

im e tcw
x-0* X M
im Lo tlesoo
PEY Q

. mwmw = o0 dur

8 Aym mantikla
_ 30 _pozitifsayt . 4
O - 07

5$e kag verecez? 3 mii? Yoksa. ..

l_éte burada dikkatli olun. x e 3 verirseniz payda sifir
QEEI‘. Ve higbir sey bulamazsiniz. Zaten soruda x e 3
teri azicik bliyiik bir deger verin diyor®.

Yani, 3* = 3,000....01 gibi bir sey.©
8{_} durumda paydanin degeri

X=3=3% -3 =(3,0...00-3=000,0{=0" alur.

Pay icin stkinti olugturan bir sey yok. Direkt 3 yazabi-
lirsiniz. Bu durumda limit degeri de

fim 2X=1_23-1_5 . our
x-s3t X— 3 ot +
Suniar da inceleyin. Eder bir kesrin paydasini ya-
zarken

3*-3=0"
37-3=0"
2-2*=0"

2-2" =0% olarak diigiinmek Iazim. { ki stkint ya-
samayasimz.) '

Simdi gu antrenmaniar: takir takr yaparsiniz.

1. fim -2
%2t X=2
2. fim —2—
x—3% 3-X
3. lim =2
xs1t X1
4. im 2x:l
x->3+ X=3
5. Jim X*3
x—1t X1
6. lim —2X
x—2% 2-~X
7. lim X2
X1t X1

2
8. fim X1
wey2” K- 2

2
9. m X!
x3-2" K+2
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10. lim 2%t
X 2F (X—Z)

11, lim ﬂi«%
X 27 (X—Z)

12, lim 2X28
x->2(x_2)

1 s -
i = dederi kagtir?
13. xﬂ'rg_ {5! _ax +5} limitinin dederi kag

-2 N _
i - degeri kagtir?
14. anlrg+[3-4 4 g +1] limitinin ded G

limitinin degeri kaghir?
x— 0

A -3
15. lim [ST+2X+1+4

X—17

1 : .
16. lim [53;:1' 4% e 2] limitinin degeri kagtir?

limitinin degeri kagtr?
X 2 ¥

1
17. tim [351";+3

Bir polinom fonksiyonda x —> oo igin fimit hesaplanirken
en biiylik dereceli {en biiylik Usli) terime bakmak ye-
terlidir. Gerisini sallamakia bir beis yok®

Yani,

SR w0, 3 .T'.E.Qift. isé,.' AR

i xM=q
Repc0 ~0 - ntekise - i
A o S
Ornegin,

fim (m3x4+x3)= fim - 3x% = ~3(-o0)? =-3.-
Koy ~00 X —0
Ayni sekilde

fim (3x5—x4+2)= lim 3x% = 3(-0)% = —o
Ky — 00 X~y —0

18.Asagidaki limit degerlerini bulunuz.

a) Xlgnm(xz +X+ 1)

by lim (-4x° +2)

K o

¢) lim (x2+3x+1)

H—p — o

d) fim (ng-zst)

Koy 0D

g) iim (m 3x? +4x+1)

Koy

n tim (-4x2-x)

Koy =00

g) lim (»~3x99+x9+x—4)

X3~

hy fim (~2x22 ~11x7)

Xy 003

L 2
- Ayni sekilde  [im cos®x = (—J .

.. LIMIT VE SUREKLILIK

Trigonometrik Fonksiyonlarin Limiti

Diger limitlerden higbir farki yok. Tek farks iginde fri-

" gonometrik ifadeler var. O kadar.

Yalniz burada birazcik trigo ihtivaciniz olacak. En
azindan bazi 6zel agilanin trigonometsik oranlarini ve

" piraz da yarim agl formillerini bilmek lazim.

: pee.. O kadar da olsun yani. Limit yapsyorsunuz.©
© Tabii ki mantik yine aynl. x gérdiigiiniiz yere verilen
. dederi yazacaksiniz. Ama dedi@im gibi 30°, 45°,

60°,90° veya buniarin katiar olan agiarnn frigonomet-

- ik oranlanni bilmek @zim.
. Demek istedigim su

" fim sinx =sin@
x>0

~lim cosx = cos® dir.
Lrx-» @

. Omegin, lim tanx =tan = /3 tir.

3

xT
3

x-»T-
P

diim sindx +cot3x = ssinﬂr—ui»cet-‘rﬂr—rw = ,.,.‘[.gu,,q

bl 12 12 2

RaET)
: T
lim (sin5+0052x)=sin-/?—+cosz.1r—:——-ﬁ -1
X2 2 2 2
g
olur.
. lim {1+sin®x
ooty

limitinin degeri kagtir?

lim (5 ~tan? 2x)

;X X
: 8

limitinin degeri kagtir?

3. lim (5sinx~2cosx)
X=> 1

limitinin degderi kagtir?

4 . sinX+CcosX
. lim ———
X3 0 2

limitinin degeri kagtr?

5 . 4sin2x
. lim
x_}% t+tanx

limitinin degeri kactir?

cost_sin%

6, fim
Ty cos%

limitinin degeri kactir?




LiMIT VE SUREKLILIK
i Sinxad 11. lim  sinxcosx
XW,% 1+ CcO8X Xﬁﬁ%

limitinin degeri kagtir?

2 ind
lim [cos X .sm x}
L 1+ 8inx

8

limitinin dederi kagtir?

fim

[oosx+s%nx)
Xm{pﬁ
6

COSX — SinX

limitinin degeri kagtar?

0. tim 1-2sin? x
_, F 28iNXcosx

X
8

Jimitinin degeri kagtur?

imitinin degeri kagtir?

12. lim (tanxnrcotx)
x-«)%

limitinin degeri kagtir?

082X +8inX

x+30 1ysind
3

limitinin degeri kagtir?

2 )
14, fim [COS. X—8in X]mzﬁ
%> B SINXCOSX

olduguna gbre, B dar agist kag derecedir?

LIMIT VE SUREKLILIK

_ gelirsizlikler

' _g_ belirsizligi

: £n dnemlisi bu. Ama &dnce $u soruya bakin bi.
: 2

- fm X

%=1 X

Normal bir soru gibi gézmeye galigahm. Yani x yerine
~ verilen dederi yazalim bakalm,

limitinin degerini kagtir?

x yerine 1 yazinca -g— cikiyor, Dedil mi?

Yani, hem pay, hem de payda ayn: anda sifira yaklagi-
yor. [ste bu sorudaki gibi limitl deg@erini bulurken kargi-

fuza —g— belirsizligi ¢ikarsa x dederini belirsizlije neden

:'bl'an garpanian sadelegtirin ve ondan sonra tekrar yeri-
‘ne yazin. Bunun igin biraz garpanlara ayirma biraz da
:_ba$ka seyler bilmeniz 1azim.© Gerisi teferruat. ©
“Meseld Ustteki soruda bu dediklerimi yaparsamiz

1 M(Xum)"*ll e 2
'xi.-am’i )f,/'i _x{T‘I(XMi‘ )= +1ﬁ, olur.

fim 4%~ 16
x4 3x-12

limitinin degeri kagtir?

Timitinin degeri kagtir?

lim x? +5x+6
X3 2 4 Ax 43

mitinin dederi kagtir?

3_
4. lim _:i
X-»-2 x° 4+ 3x+2

limitinin degeri kagtir?

a2 -3a+2
m—

5.
a=1 2a? - 2a

Himitinin degeri nedir?

. %2 4+2x-3
6. 1 | ey
x[T1 2x -2 m+1

olduguna gore, m kagtir?

3
7. lim Xzt
Xy X2 -1

limitinin degeri kagtr?




“. LIMIT VE SUREKLILIK

&  LIMIT VE SUREKLILIK W
2_ 2 f(x) = x2 -2
. x2-2x-15 _(x+2h) —x
8. Iim -—-‘2—““6‘“’_ 12. hﬂmo h : flh+2) — f{4)
X =3 X+ oy | " plduguna gbre, hIim2 T limiti kagtr?
limitinin degeri kagte? limitinin degeri nedir? o -
fx) = x% + x
13. f(x) = % +2x olduguna gore, htim0 Mﬁ;jﬂ)« limith kagtir?
. 2x-8 - L
9. lim S5 . » ) =KD :
x4 X 2 otduguna gére, lim_ — T limiti kag.tlr.?..
limitinin degeri kagtir?
. %_ belirsizligi ofan trigonomestrik ifadelerden olugan
'kesirlerde helirsizlige neden olan ¢arpan godu kez
{ yarim a1 formiilleri kullandarak sadelestirilir.
14 £x) = x3 + 1 16052 ve sin2x in yanm ag1 formiliini hatiriyor mu-
<% 16 00 3) . ‘SUnUz?
10. im S— . " . X) -~ . _ e
o Jx -2 olduguna gore, lim, 2y fimiti kagtir? G082X = cos” X ~ sin? x
limitinin dederi kagtir? U =2c08%x - 1
=1-2sin®x
-5in2x = 2.5inx.cosx idi.
¥m 1-~CcOos2x
%0 gin?y
limitinin degeri kagtir?
18, f(x) = —x?
im L2 § & i D) it kact
11. x|Lr;n1 o olduguna gore, xiinz &4
limitinin dederi kagtir? i Sin2x
xo T COSX
2

limitinin degeri kagtir?

5. im tanx ~cotx

x.->.;l cos2x

limitinin degeri kagtir?

8 fim —tanx-1
xy T SiNX~cO8X
4

limitinin degeri kagtir?

2 il
7. lim COS™X-—-3InN" X

%y 1L 1-tanx
4

limitinin degeri kagtir?

8. lim 1+ co82X
x.q,_;l sinZx-1

limitinin degeri kagtii?




%  LiMiT VE SUREKLILIK

* LiMIT VE SUREKLILIK

9. im 1+c0s2X

«y L COSX

limitinin degeri kagtir?

10 Hm cos2x —1
) x> 2SiNX

limitinin dederi kagtir?

M fim cosdx -1
' x>0 28INXCOSX

limitinin degeri kagiu?

i2 Him 14 COSX
X3 T cosw)sw
P

limitinin degeri kaglir?

13.

14,

15

16.

" 0 pelirsizliginin klasik bir tipi de su.
0

limitinin sonucu bir reel say: oldugu bilindiging
gbre m kagtir? :

PRI ) e
lim Snax _ im fanax _a gy
s 0 DX x—0 bx b

Hatta ‘sin ax yérine tanax ya da sadece ax veya
px yering sinbx yada tanbx yazilabilir. Sikinti
olmaz.. "

.Bu kisimda byle 6zel tarde sorular yok. Bir iki drnek-
“glkle izah edeyim.

6rnek Soru

i sinbx + tan7x
im —(/4—————
X0 2X+8in2x

x? +ax-86

X3 2 X2 8
limitinin degeri kagtir?
Gozelim®@

- Burada korsan gbziim yapayim®

9
0

“dasi sin ve tan lardan olugmugsa sin ve tan larn sile~

{imitinin reel say1 oldugu bilindigine gbre akag
tr?

x> iken belirsizligi var ve kesrin payl ve pay-

r:ek islem yapin. Hem dodru ¢ikiyor. Hem de gok pirt.
Demek istedigim su
'.Iim sinbx +tan?x _ o Bx+7x _ 12 _ 3

X 02X+ sin2x x— 0 2X + 2X 4

. Antadiniz rmi simdi?
m ve n reel sayilar igin o '
) Peki, her zaman yer mi?

2
lim X_Emx=3

Waila._ Ben yapiyom oluyo©@
% -1 x2 -1

n

oldugu bilindigine gbre, m kagtur? Ornek Soru
5in(3x — B) + tan{x - 2)

X~ 2 ox2 .8

Bunda da —g— belirsizlidi var ve sin tanlar var sadece.

m ve n reel saylar olmak lizere, sin ve tan 1 sifip iglem yapalim bakalim bu da gtkacak
i Xommx+3 mi?
%31 X1 m $in{3x - 8) + tan{x - 2) 3X-6+x-2

= i
I—>2 2%> - 8 x—>2 2% -8
bir sonraki adum biliyorsunuz zaten.
m3X-6+x-2 .o A4~ 1
X2  2y2 _ g X522 (x+2) 2

olduguna gbre, m + n toplam: kagtir?

Bu da oldu. Isterseniz bagka yollardan da ¢dziip g6-
Tebilirsiniz. © Biliyorsaniz tabii ki®

1 im sin8x
20 2X

limitinin degeri kagtir?

. tan12x
2. lim e
x-»0 33X

limitinin degeri kagtir?

3. lim —10%_
x-»0 sindx

limitinin degeri kactir?

4, lim 8% _
%0 tan3x

limitinin degeri kagtur?




€ LiMiT VE SUREKLILIK

sin%
B. lim
X 2
X

timitinin degeri kagtir?

sin%
G. lim
ni:»co 2
n

limitinin deferi kagtu?

7. fim 77X —sinkx wd
x-+D  fanx

olduguna gore, k kagtir?

8. lim tan5x+.sm3x
X0 X +8InX

limitinin degeri kagtir?

" 10. fim

tan8x+tan?x
x>0 X~-tan2x

fimitinin dederi kagtir?

2
8in“ cx
g

x>0 2)(2

olduguna gbre, ¢ nin pozitif degeri kactir?

2
14. tim A%
x-»0Q SINX

limitinin degeri kactir?

Tabii costar silmek yok©&

12. H
xia-mo 2x

limitinin dederi kagtir?

sin 7X + X00s2X

" LiMIT VE SUREKLILIK

lim sin 6vx

%x-»07% \/;

fimitinin dederi kactir?

_ 4fX +sin24x
JiM g
x-+0% ‘ian\/;

limitinin degeri kactir?

fim —aX =4
“x 1 BiN(X -~ T

fimitinin degeri kagtir?

lim sin(2x -8)
x4 %2 _1§

imitinin degeri kagtir?

- sin{3x-12}
x4 2tan{x~4)

{imitinin degeri kactir?

- sin(x2 —1)

X1 x4 -1

limitinin degeri kagtir?

%2 +3x+2
x> =1 sin{x+1)

limitinin degeri kactr?

_ tan(3x-9)
fim ——
x>3 x? _5x+6

limitinin degeri kagtir?




& LIMIT VE SUREKLILIK

_ tan{2x-4)+tan{x-2)
fim

2. Red 2 )(2 i
fimitinin dederi kaghir?
tan(2x - N +sin{10x-15)
10. lim ( ) 5
x— 1 4x* -1
2
fimitinin degeri kagtir?
o Jtandx
11. im

x-»0" ‘/;

limitinin degeri kagtir?

42, fim 1-cos2x
X~ 8 X

limitinin degeri kagtir?

i3.

14.

15.

16.

.\ -~ CO8 X
i 1008
x>0 22X

limitinin degeri kagtr?

. - COS2X
E;m :,],.,,_c...é_m
x-0  tan® X

liritinin degeri kagtir?

lim

€~cos2\f;
x— 0% X

limitinin degeri kagtir?

_ x{1~cos2x)
iim ey
%=+ 0 tan™ x

limitinin degeri kactir?

% LIMIT VE SUREKLILIK

2 pelirsizligi
o0

su belirsizlikle daha ¢ok pay ve paydanin polinom tipi
oldugu rasyonel fonksiyontarda karsiiasacaksiniz.

Eger,

Payin derecesi paydanin derecesinden biiyiikse

© limit degeri oo,

“'Payin derecesi daha kiigiikse limit degeri 0 (sifir),
- pay ve paydanin dereceleri esit ise limit bas kat
'saylfarin oranma esgit olur.

" Derece Sirast
Sonsuza en hizh hangisi gider?

Bu muhabbeti anlamak i¢in mantidinizt devreye
sokun. Asagida x — w igin x li ifadeleri sonsuza
gitme hizlarina gére siraladim.

5% > e* l > [ x3 > %? E > logx » sinx,cosx,sayi

N {'sayi]x xsayn.

Bu ifadelerden herhangi ikisi ya da daha fazlasi bir
‘arada ise sonsuza hizli gideni tespit edip digerleri-
i saflayin. Sensuza ilk kim giderse bayrag son-
stiza o diker. . :
erisi yolda telef olur. Onun igin taa en basta sal-
Jayin gitsin.@

Aslinda sonsuzlart kargilastermak dogru degil. Lakin
burada aniatmak istedigim x degiskenine bagh ifade-
érin bazilar gok hizll bir sekilde sonsuza kosar ve di-
Gerlerini yutar! Kisaca isimiz hizli kosanlarla. Gerisiyle
simiz almaz.@

Ornek Sory

6x2 +x+3
k@ 2x2 9

limitinin degeri kagtir?

:_zélim©
->_60 ve % belirsiziigi var, Bdyle bir durumda ilk

?fnanlz gereken pay ve paydarun en biiylk dere-
li.terimlerini belirleyip digerlerini sallamak®

Biz de onu yapalim.
Payin en biylk dereceli terimi 6x2, paydaninki ise

2% oldugundan bunlar: alip kalan diger terimleri
atalim. Bu durumda limit

2 2
lim 8% ;;%5 = tim 8% = 3 olur.
X-r 2% 74’ Kb 0 D2
Anladiniz mi?

X —> w0 ve %Z— belirsizliklerinde mantik hep ayni as-

linda. Yeter ki en bliyik dereceli terimleri belirlerken
yamuimayin©

lim 2x+8
Xx-rw X—8

limitinin degeri kagtir?

2
lim 4x2 +56x+1
X XT4X+3

fimitinin degeri kaguir?

2
Hm 6% :5x+1
X—eo  3x 10

limitinin degeri kagtir?




< LimiT VE SUREKLILIK

X
4, i 22 t2
-y 2% .4

limitinin degeri kactr?

X+2
B. fim E_?__...jwl
x-» 2% _3

limitinin dederi kagtir?

Tabani biiyilk otanin derecesi daha blyUOktir!

3‘2X+5 + 3)(

6. fim
-1 . 2x+2

X=> 0 3)(

limitinin degeri kagtir?

x> 5% 4+3.4% 1

{limitinin dederi kagtr?

2.5%+3% 42

5.2% 41
im ————
x—w 7X-10

limitinin dederi kagtir?

9. jim X1

kv x2 43

limitinin dederi kagtir?

Tx+2
+3x4+2

10. Hm

X—+ @ ¥

Hemitinin degeri kagtu?

3

e in derecesi x" nin derecesinden her zaman d

bilyliktiir.

2
11. lim Xt
Xr o gX

limitinin degeri kagtir?

* LIMIT VE SUREKLILIK

3
im X" +X+4

ke 5x2 4 3x -2
" imitinin dederi nedir?

- limitinin degeri nedir?

X
im 21
xsew x5 42

limitinin degeri nedir?

'~ fim
oo 2XZ + X M1
limiti kaca egittir?

(x+1f -5

5.

8.

2
im x{3x—1)
i—oo x3 x4 2

limitinin degeri kagtir?

N - oo

im {‘1+3+5+,..+(2n—1)
202 41

limitinin degeri kagtw?

im 42 +nn+ 9
n— oo n-+2)!

limiti kaga egittir?

2
m X tx+1
x— 00 (28 — 3)x2 —3X +1

olduguna gbre, a kagtr?

j




< LiMIT VE SUREKLILIK

X+N X
m S E27 a5
X 00 3)(-1 ¥

olduguna gbre, n kagir?

. 3 + 2Xv§~1
10. xi—lfnoo ppTTe

limitinin degeri kagtir?

K+2 _ p~x+3
M. m -
Xt 0O 3)(-1_%“2“)(4“1

limiginin degeri kagtir?

L
2. sy (Bk—1)
" nzkm

olduguna gbre, lim s, limitinin degeri kagtir?
n - o0 .

i(4k+3)

K=1

B wmE T

olduguna gre, lim s, limitinin degeri kagtir?
1 03 X

44. n reel sayl olmak {izere,

-2 (M x+5
iim =R
Kes 00 (m-—Tx+1

olduguna gbre, m + n toplami kagtir?

(AP —(5m-njx+1 4
15 fm X +1

olduguna gére, n kagtir?

x" €42
. im S =0
6.

olduguna gbre, n nin alabilecedi dogal say!
gerterinin toplami kagtir?

* LIMIT VE SUREKLILIK

« > + a0 iken % belirsizliginde mutlak deger varsa

dikkatli olun.
X —» o ise mutlak degeri aynen, X — ~« ise eksi

- agin. Tabii ki derece sirasi nemini korumaya devam
© ediyor. Siz de dikkat etmeye devam edin.©

{imitinin degeri kagtir?

. | 4% +11+| 2x - 6|
ke [x=1|+]x+2f

“limitinin degeri kagtir?

Kok derecesi ¢ift ise mutlak deder olarak grkiyordu.
Ama tek ise mutiak deger filan yoktu.

Hatrlayin, vx? =|x|ve A3 =xidl @

. |5x|+3\|‘x3
I e
_X"’°°|3x§— 4x?

i_rﬁitinin degeri kagt?

5.

T

lim |2x+1|+v‘9x2-—6x+1

X EXW1!-—\/4x2+x+3

limitinin degderi kagtir?

S
X7 | 3x 1} - 4x7

limitinin degeri kagtir?

lim |2x+5|+§ (x-3)°

x> Jay a)2 11 - f(x +2)2

limitinin degderi kactir?

: |x+2|+\/x2+1

lim

X =@ ox 1|~V x% +1

limitinin degeri kagtir?

-




&  LimMiT VE SUREKLILIK

o —2x -1 + & +1
Jax® —x+2 —x

limitinin degeri kactir?

o, im
Kt =X

40. i 2x ~sindx
x—aw  X+1

limitinin degeri nedir?

1. H{x)=x% +x

olduguna gbre, im M2 fimitinin de-
x=re f(x)+ X" +3
Geri kagtir?
12, f(0=3x+2
f(4x) - 2x+1

olduguna gore, Ximmw limitinin

degeri kagtir?

3xZ 42
%2 +5

13, fim

K

+a}m?

olduguna gbre, a kagtr?

2 2% +1
qa. tim |2 EEE i met)=2

oo b ¥ 4 BX 2

olduguna gore, m kaghr?

242
15, tm |2t @] =4
x=roo | X5+ X8

olduguna gore, a kagtir?

. ~6x% + 2x : B
16. xll[;nm W+(a“1)x+2 =b .

olduguna gére, a + b toplami kagtir?

LiMIT VE SUREKLILIK

© o—00 belirsizligi
w0 — oo belirsizliii ile karsilagirsaniz bunlan ilk dnce
_g_ veya wz bigimine getirin ve daha sonra da bilinen

yontemlerle Jimiti hesaplayin.

Gok uzatmaya gerek yok. Bakin antrenmanlara.©
- Eder belirsizlik agafiidaki gibi ise payda esitleyin ve

- % a dinistirerek devam edin.

ﬁm[ 2 ~L]
x—+1% x? 1 x-1

limitinin degeri kagtir?

Iém( 6 __1_
w23t x? -9 x-3

“Alimitinin degeri kagtir?

- limitinin degeri kagtir?

fim [W.m___3 1
x> 2"\ X% —x -2 X—2

limitinin deferi kagtir?

lim [ 5 1 1
X3 B AX° ~Ox+20 X-5

limitinin degeri kagtir?

lim (..________1 __1
x> 1~ Ax2+3x+2  X+1

limitinin dederi kagtir?

lim ( 4 1
xatiX=4 Jx-2

limitinin degeri kagtir?
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LimiT VE SUREKLILIK

Ama bazen belirsizligi yok etmek o kadar kolay ol-
mayabilir. Ya pay ve payday: paydanin eglenidi ile
garplp iglem yaparsiniz ya da formil (billyorsaniz
tabii ki) kullanwsiniz.

8. Jim (xw\/x2+2x)
i X3

limitinin degeri kagtir?

8. lim (\/x2+4x+4wx+3]

K 0

limitinin dederi kagtir?

10. fim (\!xzm4x+3~x+3}

Ko o0

limitinin degeri kagtir?

1. firn [«/x2+4xm2_x+5}

X

{imitinin degeri kactir?

Formil dedigim sey de su. Bilirseniz epey bir kolay])
sadladig sorular var. Géreceksiniz. :

firn (3x——\14x2 +16x+3)

Komr OO

limitinin dedgeri nedir?

im vaxZ+bx+c = lim Ja x+-ﬁ-‘dlr.3.
K-> T o0 X-3 T oo 23 -
Hrnek Soru

fim («/x?- +ax 41 waz—ZxWS)

K 00

limitinin deeri kagtir?

Cozelim®
Farmili kullancaz. Ne de olsa vaktimiz degerli®

fim (\/xz Fax+1 -2 —2x-3} yerine

K 00

; 4 -2 I
X“_Tm(‘ﬁ (x + 5 ) _— (x 5 D yazabiliyory

X - 00

Hm (\}xz 46X 41 - x)
limitinin degeri kagtir?

Gerisi zaten kolay. Gerekli islemlerden sonra sonu-
cun 3 olduguny bulursunuz artik. :

lim (2x—x/4x2 w8x+1)

Xt 00

limitinin degeri kagtir?

lim (Zx ~Jax? —8x +1 )

X = 00

fim (x _ ,-’Xg 8%+ ) o limitinin degeri kagtir?

X G

limitinin dederi kagtr?

im (\]9x2 +Bx 42 —3x+2)

I
X - 00

limitinin degeri kagtir? fimitinin degeri kagtir?

fim (2x-1w 4x2-16x+7)
X — o0

fim (\/sz £ 6XH2 — VX2 +2)

X = 00

limitinin degeri kagtir?

lim (xmwjx2+6x+2)

K00

limitinin deferi nedir?

fim (XMZWW)

K— 00

limitinin degeri nedir?

xii__mw(v‘xz + mx ~x) =1

olduguna gore, m kactir?
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10.

fim (\sz—bx—i-c —-ZX—H)mZ

X b 00

olduguna gore, b kagtir?

lim (V‘x2+bx+2 mx+3)x6

K ed OO

olduguna gdére, b kagtir?

0 - ¢ belirsizligi

Bu tlir bir befirsizlikle kargiastrsaniz ilk dnce bunlan

2 veya % belirsiziiklerinden birine dénistirtin ve
[+ a3

limiflerini ondan sonra hesaplayin.

Tamam mi?

Nasil yapacaginizi da siz diglinin. Benden sdyle-
mesi.@

Neyse... Bi tanecik gostereyim bari@

Ornek Soru
lim n.sin> limitinin degeri kagtir?

n-—» ¢ n

Cozelim@
n - oo igin verilen limit degeri <o .0 oluyor. Peki, bunu

% a nasil donistiirecediz? O da gdyle:

3
3 sin=
lim n.sin== Hm T =3 olur. (Hatirlaym,
n— o n n-— e i
n

sin leri ve tan lan silerek iglem yapiyorduk. O mese-
le.) Gergi taaa en basta silseniz de olur da...
Ama neyse... @

.sinws—

1. lim n?.sin->

-3 © n

Himitinin degeri kactir?

X : 3
12, nil)ﬁlm 4n.sin Sni3

limitinin degeri kagtir?

13. Jim -—2xtan»§«
X

x> 0

limitinin degeri kactir?

14.  lim (2x+1)sin2

X3 00 X

limitinin dederi kagtir?

' “LiMIT VE SUREKLILIK

lim (2x - 3) tant

X OO X

fimitinin degeri kagtir?

lim (3n-1)sin2

n-— w n

limitinin degeri kagtu?

Jim 2n2.sinm§m§’mm~—
n-» o n“-n+2

" limitinin degeri kagtir?

Eim( L )tan(ﬁx—w)
Xy 2N Y- 2

limiginin degeri kagtir?

1*  belirsizligi

Simdilik 1% belirsizligivle iigili olarak simdilik sadece
Szel bir durumuny gosterecedim. Siz de simdilik bu
kadann: dgrenin yeter. Buna bile gerek yok da aslin-

da. Her neyse iste... Meraklilan igin anfattim.©
Gerisini trevden sonra dgdrenirsiniz.

. N 1 X
lim (1-1‘-—) =g
X—ye0 X . _

. .. - ; o E ﬂk'.!'m _ a.n_ :
fim (1+- a ) . =eh
X300 bx+c/ .

X
lim (‘i+—2—)
X = w X

fimitinin degeri nedis?

x
lim [m—i)
Ky X

{limitinin degeri nedir?

ax
X300 X+1

limitinin degeri nedir?
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2x+1
8. lim (‘1+ )
X 3 00 2% +1

limitinin degeri nedir?

1 Ax+3
9. {im |1
xam[ +2X~3]

limitinin degeri nedir?

2 ~3x+1
10. lim [‘1- )
X~ o0 X+ 2

limitinin degeri nedir?

Bazen parantez icindeki 1 | hazir vermezler. Ama
olsun sikint degil. Siz de pay! paydaya bdllp elde

edersiniz.©

Ornegin
2x+2 3 .
Ve 1+ v olarak yaziabilir. (Bunu

polinom bdlmesi vaparak da giriln isterseniz.@

. 2x+3Y
11. Jim | ==
x——>w( 2)(-1-1)

limitinin degeri nedir?

2x+1
2. fm {M)
X eron \ 2X 41

limitinin degeri nedir?

2%--1
: 3x+5
13. lim (——J
X = oo\ 3X +1

limitinin degeri nedir?

2 2%+3
14. tim (m)
X o\ X—2

limitinin degeri nedir?

s SUREKLILIK

| pizinin Limiti

.' Dizinin limitinde yeni bir sey yok. Onceki bilgilerie ¢é-
" zillebilecek geyler. Burada tek fark dizinin limitine
- oo igin bakilir,

(an) bir reel say! dizisi olmak lzere, n ~» wigin a,
. bir a sayisina yaklasiyorsa {a, } dizisinin limiti a dir
 denir. Ve bu tim (an) =a biciminde gdsterilir.

- [ ]

Yani, dizinin limiti n — o igin dizinin yaklaghgs
" deger demektir,

Anlayacadiniz dizinin limiti igin <o ile iigili iglemieri
bilmek l&zim.

‘Ornek Soru

4n+5

Genel terimi a,= P

olan (a, ) dizisinin fimiti

: 'kagtar?

Aslinda burada yeni bir sey yok®

‘Dizinin limiti n — < igin dizinin yaklastd) deder oldu-

"Gu icin bu dizinin fimiti

( 4n+5
2n+1

fim (an)w fim
n - n -~ o

]22 dir.

Genel terimi, a_ =4+ olan (a,) dizisinin limiti
n n

kaghir?

enel terimi, a_ = i”+"31

olan (an) dizisinin limiti

kagtir?

; 3-2n
3. niLTw( 2n+1]

limitinin degeri kagtir?

2
4. lim | gl
n—e {ia°+3n-1

Jimitinin degeri kagtir?

5. fim [-;ﬂﬂ—-J
Ao in®+n+1

limitinin degeri kacgtir?

. 24
6. n‘il:)noo(sﬂ"PGJ

limitinin dederi kagtir?
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7. lim [3!1 . sinwzwj
£y o N

{imitinin degeri kagir?

8. fim ((4n+2)-tan
n —» w

limitinin degeri kacgtir?

9. lim

n - o

limitinin degeri kagtir?

10, Genel terimi, a, =[

limiti kagtir?

1

2n+‘1)

n+4
n+

1

(\/n2+4n+1 —n+3)

]2{1-}-?

olan (a) dizisinin

' f
M. a,= 5. Bk-1)

- 'Sonsuz Geometrik Dizinin Toplam:

- gonsuz toptami bulmak imkénsiz gibi gefebilir. Ama
© burada hesaplanabilenierle ugragcaz.

- ve kesinlikle acayip kolay@

" Bir slirti ayrintiya girmeyip sadece sorulari gozerken
size ne lAZimsa onu verecem.

K=1

olduguna gére, Im ;"‘ limitinin degeri ky
nN—oo 0 .3 2
7

- Ortak garpani 1 olan sonsuz terimli bir geometrik dizi-
“nin ilk n terim toplammm fimiti dizinin toplamina esit-
- fir.

Dolayistyla sonsuz geometrik dizinin terimleri toplami

I 2 il
12. Genel terimi, a_ = n°+2n-n+2 olan (an) diz

sinin limiti kagtir?

Yani, size lazim olan sadece ik terim ve r dir. Bu-
nun igin toplamin ilk iki terimini yazmaniz yeterli.
Zaten a, den kasit ilk terimdir. r yi de ikinci terimi
ﬁirinci terime bélerek bulun.

Bir Srnekle de izah edeyim. Goreceksiniz ki gok ko-

o
i
-

13. Genel terimi, a_ = 2ntan2 olan (a ) dizisini
n n :

limiti kagtir?

Sensuz toplamilar) hesaplarken yapmaniz gereken ik
terimi yazmak. Yazalim.

Z(%) SENE .

Daha fazlasina gerek yok.

Bu_ toplamdaki ik terim a, = 1ve ikinci terim a, =

wiro

:tu_r'. Zatan bize itk terim ve r lazim.

Himmm.

Demek ki r yi bulmak icap ediyor. ®

__r'_yi daima ikinci terimi birinci terime bélerek buluyo-

n .
s 1
14. Genel terimi, an=§;(4k—1) olan (an) d

nin limiti kaghr?

Var mi bir zorlugu?

1
1. ;37

ifadesinin degeri kagir?

{\]fjs

topiaminin degeri kagtir?

d n-1
S =
n =1 5

toplaminin degeri kagtir?

toplaminin degeri kactir?
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s Y3

toplaminin degeri kagtir?

o« 2

toplamimin degeri kagtir?

7. x% .« 2x+5 =0 denkleminin kikleri p ve q dur.

® n
Buna gbre, Z(—;—+%J " toplaru kagtir?

8. a <b < 2 olmak {izere,

>

ifadesinin dederi nedir?

9. 0 < a < 3 olmak iizere,
ey an-1
e
n=1 3

olduguna gore, a kagtir?

w3

ifadesinin degeri kagtir?

o
1437

4n

n=0

topiaminin dederi kagtir?

42. 0 < x < 1 olmak tzere,

= 2
x"=%
nz».:l‘i 3

olduguna gore, X kagtr?

SUREKLILIK

1. 5 metre yiikseKiikten dliz bir zemine brrakiian bir top
1 per yere vurugundan sonra bir énceki ylksekliginin

:_ 2 i kadar yikseliyor.
3

f;"ropun dengeleninceye kadar alacad yol kag met-
redir?

émetre yiikseklikten diiz bir zemine birakiian bir top
Her yere vurugundan sonsa bir dnceki yiiksekliginin

%i kadar yiikseliyor.

fopun dengeleninceye kadar alacagd yol kag met-
redir?

Yanigapi 4 om olan bir gember igine, ayni merkezli ve
T birinin yarigapt bir 6ncekinin yarisi kadar olan
S0nsuz tane gember giziliyor. :

de edilen ¢emberlerin gevrelerinin toplami kag
- em dir?

4. Cevresi 18 cm olan bir lggenin kenarlarinin orta
nokialan birlegtirilerek yeni bir icgen elde ediliyer ve
bu islem elde edilen her yeni liggene uygulanarak
sonsuz gokiukta ficgen elde ediliyor.

Bu {iggenlerin ¢evreleri toplam: kag em dir?

4 cm

En biiyiigiiniin yarigapr 4 ¢m olan ve her birinin
yangap bir dncekinin yarigapini yarnsina esit olan
sonsuz gokluktaki yarim daire seklindeki levhala-
rin gevreleri toplam: kag cm dir?

6. Birkenar 6+/3 cm olan eskenar Gggenin igine ke-
narlarnin orta noktalar birlegtirilerek yeni bir eskenar
liggen cizilerek bu isleme sonsuz gokiukta devam
ediliyor.

Buna gdre, elde edilen eskenar iicgenlerin gevre-
leri toplami kag cm dir?
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VAV

2em  dicm

Sekilde kenar uzunludu 2 cm olan egkenar lcgenin
sagina kenar uzuniugu bunun yansina esit bir egke-
nar Giggen daha giziliyor ve bu isleme sonsuz gokluk-
ta devam ediliyor.

Elde edilen {icgenierin alanlan toplami kag cm?

dir?

Bir kenari 4 cm olan karenin igine kenartariun orta
noktalan birlestirlerek yeni bir kare ciziterek bu isle-
me sonsuz goklukta devam ediliyor.

Buna gore, elde edilen karelerin gevreleri toplami
kag cm dir?

10.

SUREKLILIK

siireklilik olay! gok daha kisa. Ve limitten daha basit
~ kesinlikle. Ve gok fazla soru gesidi de yok.

 Pnee u kiglik soruya cevap verelim.

~'girekli egri (fonksiyon) ne demektir?

Biraz ilkel ama gok mantiki) bir tammi var.©

Bir egriyi (ya da dogruyu) koordinat dizieminde elini-
7i kaldirmadan gizebiliyorsaniz bu egdri (ya da dogru)
stireklidir.

Bir kenar: 6 cm alan karenin igine kenarlarimin ortg
noksalan birlestirilerek yeni bir kare ¢izilerek bu igl
me sonsuz gokiukia devam ediliyar, :

Buna gdre, elde edilen karelerin alaniar toplam Bu arada sunu da syleyeyim. Limit kapisindan gir-

kag cm? dir? meden strekliik kapis! tikiatilamaz. Yani, 1imit ol-
mayan noktada siireklilik olmaz.
Bir Noktada Streklilik
Bir fonksiyonun herhangi bir noktada siirekli ol-
mas: igin bu noktadaki limit degeri ile tanimhi ol-
duju degerin esit olmasi gerekir.
Birazdan zah etcem. Ama gunu bilin ki, bir fonksiyon
herhangi bir noktada

Tanim: degilse,

Limiti yoksa )

Tanimh oldugu deger ile limiti birbirinden farkhy-

‘'sa bu noktada siirekli degildir.

.Yani, bir { fonksiyonunun X = a noktasinda siirekli

olmasi igin bu noktadaki limit dederi ile tanimi
oldugu deger esgit olmalidir.

Sekilde en digtakinin yangap 3 cm olan gemberin il S

ne aynl merkezli yarigapi bunun yarigapinin yaris

esit olan yeni bir gember giziliyor. Bu isleme ige do!

devam edilerek sonsuz goklukia gemberler giziliyo

'.'Yani. fim £{x)=f(a) olmahdr
X—ra

‘Bu séylediklerimi grafik {izerinde izah edeyim.

‘Asagidaki f fonksiyonun apsisia, b, ¢, d, e, fveg

Elde edilen sonsuz gokluktaki gemberlerin gevie an noktatarda siirekli olup olmadigina bakalim.

leri toplamt kag cm dir?

a noktas(nda, fonksiyonun limiti yok. (Gunkl bu
ktada sagdan ve soldan limiti ayni degil). Dolayi-
Yla stirekliligi incelemenin alemi yok. Limit olmayan
oktada stireklilik zaten olmaz..

= b noktasinda limit var. Ama fonksiyon bu noktada
nimli olrmadigy igin burada da slirekii degil.

x = ¢ noktasinda limi dederi ile tanimh oldudu degder
aynl oldugundan slrekii. .

x = d noktasinda limit olmadifindan slrekli degil.

X = e noktasinda limit var ve de tamimi:. Ama limit
degeri ile tammb oldugu deder farkli oldugundan do-
lay! bu noktada siirekli degdil.

x = fve x = g de ise slreklidir.

Aslinda bu claymin ézeti ne bilivor musunuz?
Grafikte sigrama ve bosluk olan noktalarda fonk-
siyon siireksizdir. Bir de bu gdzle bakin az dnceki
grafije.

x =ave x = d de sigrama oldudundan, x= b, x = d ve
X = & nin hizasinda da bogluklar oldu§undan bu nok-
talarda slireksizdir. Gert kalan her noktada slreklidir.

- \2/4-3 -2-1Y

Sekilde {(x) fonksiyonunun grafigi veriimigtir,
Buna gore, f fonksivonu (- 6, 7) arahfindaki kag
noktada siireksizdir?

[y e

[ 4 3 -210 1 2345

o

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonunun {— 4, 5]
araliginda sirekli oldugu tam saylarnn toplami
kagtir?
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Sareklilik sorulan daha cok simdi verecedim sekilde

(Yani, pargaii fonksiyonda) sorulur.
Ama géreceksiniz ki bu da gok basif, Birini ben ¢dze-
yim.

Ornek Soru
mx+2, x<2ise
f(x)=3 8,
n-x, x>2ise

X =2 ise

fonksiyonu x = 2 noktasinda siirekli olduguna g&é-
re, m + n toplarmi kactir?

Gozeyim®@
X = 2 bu fonksiyonun kritik degeri. 2 diginda her yer-
de siirekiidir zaten. Bu ayr mesele. Ama x = 2 de s{-
rekli olmasi igin bu noktadaki sagdan limiti, soldan li-
mit ve f(2) nin egit olmas! lazim. Yani,

fim f{x)= lim f(x)=1(2} olmasi {azim.
¥~ 2% %27
Buradan dann—2 = m.2 + 2 = 8 esitlii elde edilir
ki bundan sonrasl cebirsel yetenek®
2m+2=8isem=3ven-2=8isen=10vem+n
de 13 fir.
Anladiniz mt bunu?
Kisacas! 2 yi listte, oriada ve bir de altta yerine
yazip esitledik. Siz de dyle yapin®

3X+m, x>2 ise
f(x) = 5
X°+2, xX=2 ise

fonksiyonu x = 2 de siirekli olduguna gore,
m kactr?

ax+1, x> 2 ise
fx)=1 .
FX+1, x£2 ise

fonksiyonu x = 2 de siirekli ofduguna gdre,
a kagtir?

)= ax+a-1, x<1 E.se x2+m, x<-2
-X+6, xz1 ise fix)=4-2, X =2
fonksiyonunun x = 1 noktasinda siirekli olmas 3x°-n, x>-2

icin a kac olmahdir?

'\ gére, m + n toplam kagtir?

2 .
3

f) = ax” +4, x=3 ise
13, X=3 ise

fonksiyonunun x = 3 noktasinda siirekli o!m'é_'s
i¢in a kag olmahdir? Co

'gbre, m + n toplami kagtir?

mx+6, x<1ise
f(x}y=19,

n-x, x>1ise

x =1 ise

fonksiyonu x = 1 noktasinda siirekli olduéi_m_
gbre, m + n toplam kagtir? o

ise
ise

ise

fonksiyonu gergel sayilarda siirekli olduguna

2x% +m, x<-1ise
f(x)=4{-2, ~1£%x51ise
3x+n, x>1ise

* fonksiyonu gercel sayilarda siirekli olduguna

% <0 ise
X
Hx}=1 m, X =0 ise
mx+n, X<-1ise ncos(x+-g—), x>0 ise
f(x}=+1 9, X = -1 ise

2x2 +n, X>-1ise

fonksiyonu gergel sayilarda siirekli oldugu

gore, m + n toplam: kagtir?
gore, m.n carpim: kagur? :

fonksiyonu x = 0 noktasinda siirekli olduguna

Bir fonksiyon paydasimun sifir oldudu yerde siirekli
degildir. Ama niye? -

Bir de bu fonksiyon pargall fitan ise payday! sifir
yapan degderin tanmm arahglr{da olup oclmamas da
onemili.

Kisacas: tamm aralifindaki payday: sifir yapan
x degerleri igin fonksiyon siirekli degildir. Tabii
ki kritikk degerlerdeki slirekliligi de incelemel
gerek. Yoksa yamulma olasiligh meveut.@

X+ 10

3 , X<1ise

4 fx)={ X
42)(_.;.2, xz1ise

X —-3x

fonksiyonunun kag farkii noktada siireksizdir?

2% +86

, XxX<1ise
X+3
5. f(x)=+-x+2, 1£x<3ise
2
x* -1 .
. x>3ise
3x-1

fonksiyonunun siireksiz oldugu noktalarin ap-
sisleri toplami kagtir?

X+ 10

., x<-1ise
X% -4
6. f{x)=1< x+4, ~1sx<2ise
2
“W’ Xz 2ise
X -3X

fonksiyonunun séireksiz oldugu noktalarnn ap-
sisleri toplami kagtir?
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Bir fonksiyon tanimsiz oldugu noktalarda sii-
reksizdir. Aslinda bu tiir sorularda fonksiyonun
tamim aralipm bulun yetivor. Tammh oldudu
aralik aym zamanda stirekli oldugu arahktir da.

1-x 3
7. ) — 2
(x) X—4 x-2

fonksiyonu kag nokfada stireksizdir?

2 3
8. F(X) e 2 4% 1
) Xx—-3 x-2
fonksiyonun siireksiz oldugu x degerlerinin top-
lami kactir?
1—x 3
9, f{x) = e
x% -4 x?

fonksiyonu kag noktada siireksizdir?

10. f(x) = 23X—2 -
X% -3x-4 %% +1

fonksiyonu ka¢ noktada siireksizdir?

CETN % PR . SO KR

X" —-x-6 X-m fx) =

—S .
2-3x
fonksiyonunun siireksiz oldugu noktalarin t fonksiyonu x in hangi degeri igin siireksizdir?

lam: 4 olduguna gdre, m kagur?

- 3x-5
o= 1-1og, (x2 +6)

12. f(x)m_mtml&ﬂ__

|2x~1}~5 fonkslyonu x in hangl pozitif degeri igin siirek-

fonkslyonunu siireksiz yapan x degerlerinin sizdir?

toplami kagtur?

" Kéklt fonksiyonlarin tansm araligu hatirlyyorsunuz
“degi mi?

. Kbk derecesi gift ise kok ici = 0 olmah

Kok derecesi tek ise kokten dolayl tanimsizhk
“olmaz. Kok igi tanimliysa sikinti yoktu,

x84
13. f(x)_m|x-3lw|2x|

fonksiyonunu siireksiz yapan x degerlerinin .
toplami kagtir? '

#(x)=+X~5

onksiyonunun siirekli oldugu en genig aralhk
edir?

4, f(x)= ;“z“im—z_?m |
fonksiyonunun siireksiz oldugu noktalann .
lamu 4 olduguna gore, m kaguir? ()= N

onksiyonunun siireksiz oldugu en genig aralik

edir?

fx)=1+¥x=2

fonksiyonunun stirekli oldugu en genis aralik
nedir?

- /.LL
f(X)_Sx X2

fonksiyonunun siirekli ofdugu en genig arahk
nedir?

f(x)=+x-5 +33°x

fonksiyonunun siirekli oldugu en genig aralik
nedir?

f(X)=VX—2 +47 X

fonksivonunun sirekii oldugu tam sayilarin top-
fami kagtir?
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9. £(x)=v9+8x—x>

fonksiyonu x in kag farkh tam say: dederi icin
streklidir?

10.  f(x)=vx%+2x-24

fonksiyonu x in kag farki: tam say! degeri igin
siireksizdir?

M. f{x)= IX—%;&

fonksiyonunun siirekli oldugu en genig aralik
nedir?

2 1

. f(x) e | ——
12 (x) Xx-1 x+2

fonksiyonunun siirekli oldugu en genis aralik
nedir?

13.

14,

15.

18.

I U
£x) =[x o

fonksiyonunun siireksiz oldudu en genig aré
nedir?

f(x) = 7 ~|2x - 3]

fonksiyonunun siirekli oldugu en genig ara!ik:
nedir?

fix)y=J|x-2]|-3

fonksiyonunun siirekli oldugu en genig ara_iik’
nedir? :

f(x) =log, (3x - 12)

fonksiyonunun siirekli oldugu en genisg aralt
nedir?




Eris mek istedikleri biv hedefi oclmayonlar,

TUREV ALMA KURALLARI

TUREV ALMA KURALLAR]

.T.ijrev muhabbeti biraz uzun slrecek.®

Ve kesinlikle ¢ok gok dnemli bir konu. Ne kadar ¢ali-
's:usa defer. Size tavsiyem; bu konuya ¢alisirken her
Bir alt bashd tek tek ele aiin ve probleminiz olmadi-
gindan emin olup dyle gegin. Erken bitirme telagina
kaplimadan sindire sindire gidin. Ki integralde rahat
‘edesiniz.

Ve caligirken daha ne kadar gok gey kaldigina degil
do ne kadar ¢ok sey &grendiginize odakianin. Ki mo-
taliniz bozulmas:n.@

Ve gunu da sbyleyeyim. Tlrev alma kurallarini adam
gibi 6grendigdinizde antrenmaniar gok rahat bir sekil-
de yaph@mizi gbreceksiniz. Ve antrenmanian yapa-
' diginizi gdriince de acayip bir keyif alacaksiniz,
'Ne de clsa artik tiirev yapiyorsunuz.©

Ayrica hig hoslanmadiinizi bildigim o teorik ve so-
guk tansmiara ve ispatlara da gok fazla girmiycem.
Onun igin canmruzi stkmayin,©

y = f(x} fonksiyonunun tlirevi  '{x}, y', RY«, gaf gos-
dx  dx

ferimlerinden herhangi biriyle gésterilebilir.
%t ifactesi f fonksiyonunun x e gére,

X

fadesi f fonksiyonunun t ye gére,

—(f) ifadesi { fonkslyonunun a ya gore tiirevi de-

Tiirev Alma Kurailar
Sabit Fonksiyonun Tirevi

3
)= 2
. {x) 5

f(3) = x" fonksiyonunun tiirevi

f(x)=x" ise f{x)=n-x"""

Yani, x in issi kat say olarak baga gelivor ve (s bir
azaliyor. Iste bu gok dnemili.

Ayrica f(x)=ax" olursa f'(x)=a-n-x" "7 olur.

Asafidaki fonksiyonlarin tlirevini alarak baglayin ba-
kalim. Hadi kolay gelsin.®

4 y=xise ¥'=

2. y=x isé y'=

b

y=-3xise y'=
4. ym-z-x jse y'=

5. y=%x6 ise y'=

6. yz3x5 ise y'=
7. y=§x8 ise y'=
2
5x '
8. y==o ise ¥'=
y=3 ¥

9. y=x"tise y'=

10. y=_ ise y'=
X
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Hatirleyor olmaniz lazim. K6kl ifadeler (slil bigimde

2
yazilabifiyordu. Mesela ¥x2 =x3 idi.

11. y=Jx ise y'=

12. y=‘\‘/x_3 ise y'=

13. y:%xs ise y'=

14, y=-3x° ise y'=

Bazen kiiciik ayarlar gerekebilir.
Mesela —2:; =2-x"2 olarak diigtiniiebilir.
X

15. yx% ise y'=

16, y="2 ise y'=

x3

17. y=-3x"*ise y'=

18. ym%— ise y'=

19. y=—r ise ¥'=
4

Tabii ki tirev her zaman y ' = ? geklinde ifade edgge_;
cek diye bir kural da yok.

gir diger kural toplarmin tiireviyle ilgili

{f+9)')=F(x)+g'(x)
20. y=4x? ise “Ei% ifadesinin egiti nedir?  yani, iki fonksiyonun toplamin:n (veya farkirin) tiire-
~ vini alirken her birinin tek tek tirevini alin ve birakin.
-+ Gordiginuz gibi b zorlugu yok. Oyle degil mi? Ben-
“'ce Brnek bile yapmaya gerek yok. Direkt antrenman-
- jara baglayin.©

21. Hw(_zx3) ifadesinin degeri nedir?

pro : 'Agagndaki fonksiyonlanm tirevlerini bulun bakahm.

y=3x" ~2x+3

22, »-ad—(w? ) ifadesinin degeri nedir?
X

23. _‘1.,[_25} ifadesinin degeri nedir?

dx K34

'=%x6-x5—4x~3

Ve fonksiyon her zaman x ¢ bagh olacak diye d
kural yok. Agadidaki gibi farkll degiskenlere de ba
olabilir, :

= 3x+ 2
24. y =5t ise % ifadesinin esiti nedir? '-

x2 +2J§

25, y=4a® ise gl ifadesinin egiti nedir?
a

26. y=-am? ise % ifadesinin esiti nedir?

7. y=2x* -5x% +3x-2

8. y=2x — 241 ise Y. it
y = +1 ise ™ neye esgittir?

9. f()=2t® —4t+2 ise g% neye esgittir?

10. f(1)=t° -6t -3t+2 ise % nevye egittir?

M. y=x*(2x+1) ise %— in egiti nedir?

WX 1) dy v .
12, y=x (Z+§] ise "é% in egiti nedir?

13, y=3x*(-x2 +2x) ise % in esiti nedir?
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Ornek Soru
f(x)=2x5 + 64X —xZ +2

oldu@una gore, (1) kagtir?

Cozelim.©

Bu tiir sorularla epey bi karsilagacaksiniz. f fonksiyo-
nunun x = 1 nokiasindaki tirevini sormugum.
Yapacaginiz ey ¢ok basit. Fonksiyonun tirevini al-
diktan sonra x yerine 1 yazmak.

Yapalim.

:-1'
£ (%)= 2-5x* +.6- -;—xE ~2x7 40

3
=10%% + —=- 2x
VX

Simdi x yerine 1 yazabilirsiniz.

x = 1igin f (1) = 11 bulursunuz artik®
Var mi aniagilmayan bi sey?
Devan edin bakaiim.

14, f{x)=2x* +3x% +4x+1

olduguna gore, ~d—i degeri kagtr?

d =2

15. flx)=x% +2mx~4

olmak lizere, {'(1)=5 olduguna gdre, m kagtr?

16, ) =mx®+(m-"1)x% -13x+4

clmak {izere, f'(1)=10 olduguna gbre, m kaglr?

17, f(x)=x? -2x-1

f'(m)=6
olduguna gore m kagtu?

8. t{x)=2x>-x+5

f'(a)=f(2)

olduduna gore, a kagtir?

19. f(x)=x?-3x+7
f'(a}-2f(1)=3

ofduguna gore, a kagtir?

20. m pozitif reel sayi olmak iizere,
f(x) = -%—x3 - 2mx -3
F(m) =15

olduguna gore, m kagtir?

TUREV ALMA KURALLARI

+ garpimin Tiirevi

(F-9) () = 1'(x)-g0x) + g'(x)-£(x)

yani, birincinin tlrevi garpl ikinei arti ikincinin tlrevi
garp! hirinci©®

' Agagidaki fonksiyonlanin tliirevierini aliniz litfen® Ki
pratiginiz artsin. Yaw bdyle seyier sorulur mu diye

de diiglinmeyin. Dediklerimi yapin. Ve tecrilbeye
giivenin, Soruyorsak bi bildigimiz var herhalde©

X) =( 2, x)(x2 ~2) ise f (1) kagtir?

f(x)= (x“* -1)(x3 - x) ise (1) kagtir?

f__(x):_(x2 —3)(x2 m1) ise  (2) kagtir?

=(2x 4+ 3)(x2 —-X+ 1) ise f (0) kagtir?

{xz 2% ‘é)(x +3) ise f(1) kagtr?

8.

el 0]

ifadesinin x = 1 igin degeri kagtir?
Yine tdrev alip x yerine 1 yazacaksiniz.

—(%(«[(xz + )()(2)(2 - 3x+‘l)}

ifadesinin x = 1 igin degeri kagtir?

F{x) = (2x2 - x+1)(24% +1)

olduguna gbre, (1) kagtir?

f{x}::(x5 ~x4 +2)(x2 —2x+3)

olduguna gbre, f (1) kagtu?
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Botimiin Tlrevi

d [f(x)} £1(x)-a(x) ~ 9 (x)-1(x)
dx| 9] [g(x]?
Bunun Tirkcesi su: bollimin trevi egittir bir?r}ciriin -
tiirevi carp! ikinci eksl iKincinin tiravi garp! birinci b&ld
ikincinin karesi.@

Bi daha okuyun bakalim. )

Tabi birinci dedigim pay ikincisi de payda oidugunu
anlamis olmaniz 1&zim. -

Biraz dedisik gibi. Ama zor degil.

Bu formiliclikteri bol soru gézerek kavramamz lazim
ki Bniiniize gelen sorulart rahat ghzebilesiniz.

3x-1 ise y' ittir?
= ise ¥ neye egitur
10 y=gg ey

1. y=2X%3 fonksiyonunun tiirevi nedir?
) 3x+2
X2 +1 ) I
12. y= ise y' neye egithir?
x—1
13, y= ise y' neye egittir?
x? +2
14, y= 2: +1 fonksiyonunun tiirevi nedir?
x —_—

2 -
15, fix)= 221 ise 11(1) kagti?
) %2 +1

2 4%+
16, LB }
dxl x®+x-1

ifadesinin x = 1 igin degeri kagtir?

3 _x+1
7. S
dx{ x* +3x~1

ifadesinin x = 0 igin degeri kagtr?

X242
x2 -1

olduguna gbre, T '(2) degjeri kagtir?

18.  f{x)=

3

XY ~X
19, (==

2 11

olduguna gore, f '(2) degeri kagtir?

" TUREV ALMA KURALLARI

. gadelegtirme yapmanz gereken yerde bunu iskalar-
" ganiz amele gibi ugragirsimiz walla.©

4 2

X -X

f x)=_._.....m..........._._
( x? -1

olduguna gbre, {'(5) deferi kagtr?

3 2
X ~X° —-BX%

f(x)=——"—

x? ~3x

“olduguna gbre, f (10} degeri kagtir?

'érgatl Fonksiyonun Tiirevi

_érg'all bigimde tanimlanan bir fonksiyonun herhangi
ir noktadaki tiirevini alacaksaniz ilk dnce bu nokta-

- nin kritik nokta alup cimadifina bakin. Eder bu nokta
ritik nokta degilse uygun olan pargaya gore tlrev

h_r'u. ‘Ama bu nokta kritlk nokta ise is biraz sakat.
Onun igin bundan sonrasini okumayanlara
izmiycam.©)

onksiyonun ilk 8nce bu noktada stirekli olup olma-
igina bakmak 1azim. Siirekii degiise zaten tireve de
:a'kmaya gerek yok. Clnkil fonksivonun siirekhi ol-
éd@ yerde tlirevi de olmaz. Kritik nokiada siirekliy-
_?‘é@er bu noktadaki sagdan ve soldan tlrevinin egit
mas: [azim. Kisacas! kritik noktada, strekh olup ol-
digina ve sagdan - soidan trevierinin esit olup
madigina bakin.

EVSG... Uzunca bir metin oldu. Ama pargall fonksi-
larin kritik noktadaki tirevinin sorulacagint san-
‘orum. Sorariarsa da bir soru yapmayiverirsiniz ar-

$aka saka.© Cozemeyecediniz soruyu zaten sor-
mazlar®
Biliyorum. Ornek Soruyu bekliyorsunuz.

Ornek Soru

3 .
f(x)m{ X" +2%X, x>2ise

4x% -6x, x<2ise

fonksiyonunun x = 0, x = 2 ve x = 3 noktalarin-
daki tiirevleri kaga esittir?

Gozelim mi?

Bir kere bagtan sunu sdyleyeyim. Bu fonksiyonda
kritik nokia olan x = 2 digindaki noktalarda tiirev
bulmak ¢ok basit. Meseld x = 0 daki iirevi bulalim.
X = ( igin fonksiyonun alttaki parcasini kuliancaz.
Oyle degit mi?

Yani, 4x? -6x in. Tlrevini ahip x yerine 0 yaza-
cakstniz.

Bunun tlrevi 8x — 6 ve x = 0 igin de f'{0) =~ 6 dir.
Aniagidl mi simdi?

Peki, x = 3 deki tirevi butabilir misiniz?

Hangi pargasini kullancaz fonksiyonun? Usttekini
oyle degil mi?

© zaman Ustteki parganin tirevini alarak x yerine 3
U yazm ve f’(3) = 29 u bulun bakalim.

Ha! Bu arada “Niye birinde alttakini diferinde (ste-
kini kullandik ki?” dive akimna takilanlar olabilir,
izah edeyim. x In 2 den kilciik veya esit dederleri
icin alttaki parga, 2 den blyik degerier icin ise {ist-
teki gegerli de ondan. Bunu nereden mi anlayacak-
sintz? Yanlarinda yaziyor zaten.© Dikkatli bakin.

Gelelim x = 2 deki tiireve.
Bir kere x = 2 kritik nokta. Onun igin ik &nce bu
noktada siirelli otup olmadidma bakmak lazim.
Peki bakalim,

lim f(x)=2%+2.2=12

X 27

lim f(x)=4.2%-6.2=4
x— 27
Saddan ve soldan limiti esit clmadifindan siirekli
degil. Onun igin tlrevi var m: diye bakmanin bir
alemi yok.
Ama yine de sByleyeyim. Diyelim ki x = 2 de slirekli
alsaydi o zaman iki parganin da x = 2 igin tlrevi
ayni almalydi.
Ok®
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Destan gibi oldu yaw® Bunu anlatirken hig bu ka-
dar uzun oldugunu dilsiinmemigtim daha &nce.

_ 2 ;
3 f{x)x{Bx +4x, x>1lise

5x? —2x, x<tise

olduguna gbre, f(2) degeri kagtir?

X > 2ise

2

2
4 fpo=l X T
X*~X,

X< 2 ise

£ (3) = 11 olduguna gbre, m kagtur?

X% +mx,

5. )= %3,
3x? -2x, xz4 ise

x < 0ise

Gsx<4dise

£ "(—1) + £'(2) = 6 olduguna gbre, m kagtir?

3

6. f(x):{ Xon

*2 + mx ,

X>1ise

X< 1ise

fonksiyonu x = 1 nokiasinda tiirevlenebiir ol-
dugiuna gére, m + n toplam Kagtir?

Mutiak Deger Fonksiyonunun Tiirevi

Mutlak deger fonksiyonunda, tirev degeti aranan:
nokta kritik nokta dedilse ilk 6nce bu nokta igin ver;
len fonksiyonu tarimlayin. (Yani, mutlak degeri arf
mi yoksa eksi mi agacadinizi belifeyip agin.} Son
normal tirev alin. Yainiz verilen nokta kritik nokia
bir sagdan bir de soldan tirev alip esit olup olmad;
larina bakmak l1&zim. :
Gergi keitik noktalarda tirev yoktur deseniz godu z
man isabet edersiniz. Adamiar giciklik yapmamigs
tabii ki.© Benden stylemesi®
Sebebini bog verin.©

Ornek Soru
f{x}= x* +‘ 2x? -6xl

olduguna gbre, f'(-1), f '(2) ve {3} iin dederin
bulalim. :
Ve gbzelim tabi Ki® N
x = — 1 igin mutlak degerin igl pozitif oldugundan (
zip gbriin isterseniz®) mutlak dederi arli olarak (y
aynen) aginve f(x)=x>+2x> ~6x ielde edin.
Sonra da tlrevini aldiktan sonra x yerine — 1 yazi
Kag buldunuz? L
§'(—1) =~ 7 bulduysaniz f '(2) i hesaplayabiﬁrs;_n
x = 2 igin mutlak degerin igl negatif. ik énee buriu
riin. Mutlak degerin it negatif oldugundan mutlak
degleri eksi parantezinde agin.
Ne buldunuz?

1) = x3 ~(2x% ~6x) = x* =2 +6x d mi?.

.'f.

Simdi tirevini alin ve x yerine 2 yazin bakalim.
(%)= 3x2 —4x+6 ve £'(2)=10 sasikindl yo
Gelelim x = 3 deki tireve. x = 3 igin mutlak deg
sifir oluyor. ;
Eee.. . Simdi n'icez? Bu noktada tirevi yoktur de
gecin. %95 dofru gikar® Sebebi mi? '
Bence bos verin. Girmeyelim demistim ya.© -

TOUREV ALMA KURALLAR!

f(x) = ’ x% ~3x+ 1! olduguna gére,

.a) (1) degderi kactir?
‘p} §°(3) degeri kagtir?

_ f_(x}=|x-2|+|x+1|

"_fdnksiyonunun hangi noktalarda tlrevi yoktur?

f(x)=|x2m25|+|x2+x[

ksiyonunun kag noktada tiirevi yoktur?

f(x)=|x2-4i+§x+5|

onksiyonunun x = 2 noktasindaki tiirevi nedir?

5,

6.

8.

f{x)m§x3m4[+2x-z

olduguna gore, f(1)-f'(1) garpimi kagtir?

f{x)=x~{x3~—3x|

olduguna gore, f'(2) degeri kactir?

1(x)=|x® = x| +] 2x 1]

olduguna gore, f'(-1) degeri kagtir?

f(x)=|3x -5}+|7 - 2x|

olduguna gire, 7(0)+{'(2) toplanmu kagtir?
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]xz - 3x| Bileske Fonksiyonun Tiirevi

; o )
: f(5*2X)-6* 5. f[x stx3m2x+1

9. f Xi= . ' e
& duguna gore, (1) kagtir? X2

X1

f ve g trevienebilen ki fonksiyon olmak tzere,
(fog)(x)=f'(g(x)}. ¢'(%) |

Bilegke fonksiyonun tirevinin en cok kullanddidi s
tiriind izah edeyim.

olduguna gore, £'(2) degeri kagtir? olduguna gore, f '(~2) dederi kagtir?

Ornek Soru
f(x?’ -4)m2x3 +Bx -2

olduguna gore, f (4} kagtwr?

Cozelim@ _
f nin tirevindeki 4 Un degderi soruimus. ik dnce f 3 3 6 2
- 5 4= 12x% . . f(x}={x" +x}]-g{2x)
10. f{(x)= 3x -2 ’ tirevini bulcaz. Ama ortalikta f{(x) yok. Olsun ne _ f(x * ) X 12x" 3 ( )
2x -7 degil. Yapmaniz gercken gey su; esitligin her ikiy olduguna gore, f'(g) kagtir? olmak iizere, g(2) = g'(2) = 3 olduguna gore,
olduguna gbre, §'(2) dederi kagtir? minin tiirevini alim. B (1) kagtrr?

Alalim,
3x2. f'(x3 ~4):6x2 +6

Bitegke fonksiyonun tiirevini alirken iginin tir
viyle garpmays unutmayin. Unutursaniz bir seyler
yanlis oldufunu anlamaniz gok da uzun siirmez 2
en@ :
Gelelim bizden neyin istendigine. Istenen £'(4). B
nun igin x e kag vermek [&zim, gnce bunu bulu
Evet,x =2igin 3.2 1'(2° -4)=6-2%+6
11. f(x)=| VX -5]

Bu egitlikten de f'(4) =% yi bulmugsunuzdur att 7. f(x) = 2x° +1
olduguna gore, f'(4) degeri kagtir? o f(x_a . 1) et | G) = X -3
13. f2x+ 1) = 4x” +2x-5 ‘olduguna gére, f (2) kagtir? olduguna gére, (fog)(x) fonksiyonunun tiirevi
olduguna gore, f'(3) kactir? ' nedir?
12, f(x)=2x +|3x~10}-2
olduguna gére, f(3)+f(3) toplami kagtir? 8. f(x%)= (2><2 —1) g(3x 1)

olmak iizere, g{5) = ¢'(5) = 4 olduguna gore,

X+ 1 =2x%3 +6x2 -
(3x+1) =247 + 6x% -3x+1 £*(8) kaghir?

olduguna gére, f(1) + £ '(4) topiam: kagtir?
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9. 2f(x+1D-f(3-x)=x*+10x-9
olduguna gore, f '(2) kagtir?

10, f(x+3)+f(3x~1)=8x+10
olduguna gdare, f '(5) kagtir?

11. 2 noktasinda ilirevienebilen bir f fonksiyonu igin
36(x) + (4 - x)=2x> - 4x

olduguna gbre, f'(2) degeri kaghir?

42, Gergek sayilar kiimesi {zerinde, tanimll ve
tiirevlenebilir bir f fonksiyonu icin f(0)='(0)=4
olduguna gore,

Cg{x+58)=f(x - f(x))

ile tamimianan g fonksiyonu igin g'(5) kactir?

fx)= [g(ij}éi_ ise _f'g;&)_ T—‘.” . [9(5‘5]"7_" 1y )

Evet, is baga geliyor ve bir azaliyor. Bir de iginin

reviyle carpiliyor.
Bir érnek yapalim.

Ornek Soru
4
f(x} =(x2 + X+ ‘i)
olduguna gére, f ' (1) kaghir?

Cozelim@

Us baga gelecek ve bir azalacak. Ama...
lginin tireviyle garpmay! unutmuyoruz tabii ki
Dediklerimi yazayim. '

f'{x) m4(x2 X 1)4%(2)( +1)

Simdi x yerine 1 yazin bakalim f'(1) =324 {i bui_é
lecek misiniz? I

13. y=(2x-1% ise ¥'=

14. y=(x2—x):3 ise y'=

15. y=(x2—2x+3)5l se y'=

“TUOREV ALMA KURALLARI

.'=(3x2 —1)‘2 ise y'=

' 2
Cy=(4x+3)3 ise ¥'=

—Z e isey'=

=yx+1 ise V' nedir?

6. y=+3x-2 ise y' nedir?

7. y=x-x+1 ise ¥' nedir?

Vx4t
8. y=— ] ise x =0 igin vy ' kaga egittir?
X +

9. ym)x2+x+1 ise v' nedir?

10. y=vx>-2x ise ¥' nedir?
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14, y= ise v' nedir?

3
Yox+1

12. f(x)=3x% +4

oldugiuna gore, f '(2) kagtir?

Jx+3

13. f(x)=
) X+1

olduguna gore, §'(1} kactir?

14. vy =f(x) olmak lzere,
wﬁ(— -+ \W =4

olduguna gore, f (1} kagte?

18. y = f(x) olmak lizere,

W =2x+1
olduguna gore, f'(1) kagtir?

16. f(x}:(x2 +3x)-Yx?+3

degeri kactr?
X=1

id“nai'i»mﬂ
olduguna g ' i

3 4
17. f(x)x{1+(1+x3) )

olduguna gore, §'(1) kagtir?

2 3
18. f(x)m[1+(2+x2) ]

olduguna gobre, f (1} kagtir?

Ters Fonksiyonun Tiirevi

Geneilikle bir fonksiyonun tersinin tireviyle ilgili soru-
|arin gogunda fonksiyonun tersi alinmaz,

Ama tersi alinarak coziilen sorularda yok degil.

Ters fonksiyonun tlrevini bilegke fonksiyonun tirevi
';‘(a): b ise f“1(b) =g bilgisi 1s1§inda gbzebilirsi-
iz, Soyle ki

- Simdi gidip f yi bui. Sonra tersini al. Sonra da tlrevini
ve tersinin tlrevinde x egittir biimem kag igin iglem
' Epey bi zahmetli ige benziyor. Aslinda benzemi-
or. Oyie.
Ya-da soyle yapmn.

(x2 + 2x) =2x-1ise f~1(2x - 1) =x? + 2xtir,

imdi her iki yanin tiirevini alin bakalim. (Bu arada
inin tireviyle garpmayi unutmayin i mi?)

") (2x=1) = 2x + 2 i eide eftiniz mi?
imdi x e kag verirseniz (f -1 )(3) U elde edecegdinizi

ulun.

It

vet. x=2igin 2. (f “1)'(3) =2.2+2 dan
(3) = 3 oldugunu bulursunuz arik.@

A a"deciigim gibi. Eger fonksiyonun tersini bulabilir-
- seniz onun tlirevini alarak da yapabilirsiniz.
ercih sizin.

fiAx— 1) = 2% + 5
lduguna gére, (f -1 )'(7) degeri kagtir?

f(x% + x)=3x 1

olduguna gore, (f “1)1(5) degeri kagtir?

f()n:3 +4x) = x2 .2

oiduguna gore, (f "1)I(—1) dederi kagtir?

; 5X+3J#4xm1
3x-2

olduguna gére, (f“1)'(3) degeri kagtir?
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TOREV ALMA KURALLARI

Fakat aklsnizda olsun. Fonksivonun tersini kolaylsk-
la alabiliyorsamz dnce tersind bulun. Sonra tlirev
ahin ve dyle ¢bzlin. Mesela sunlar yle@

5. f(x)=vx-4

olduguna gore, (f“1)'(2) degeri kagtir?

o X1
6. f(x)m3} >

olduguna gore, (f"1]'(4) degeri kaghr?

_3x+95

7. fx)=5

olduguna gbre, (f"g)'(z) dederi kagtir?

8. f:{2,00) —[3,)
f(x)=2x" ~8x+11

olduguna gbre, (f‘1)'(5j deger] kaguir?

Tirevde Zincir Kurah

y m(4u+1)3

y = f(u), u=g(v), v=h{x) yani,y, uya, uvye,vg

u:(x—’i)a +x+2
e bagh oisun. Bu durumda

d
dy dy du dv olduguna gore, -a-{- degeri kacur?
dx du dv dx _ : X=0
olarak yazilabilir ki bu esitlife zincir kural ile t'ur_
alma denir. ot
Yani, v nin u ya géire, u nun v ye gdre, v nin de ¢
gbre tlrevini ahyorsunuz ve garpiyorsunuz.
Ornek Soru
y=u’ +2u
u=t? -3t
f=2x-1
. L dy P =400 - Bu+3
olduguna gére, & dederi kagtr? y=4u” -Bu-+

- u=(x-1° +(x+1)?

e d
Cozelim® olduguna gére, a{- deder] kagtir?
. : x=0

Soruda y u ya, u tye ve t de x e bafh verilmis.
zingirin halkalan gibi birbirine bagl bunlar,

mmmmm oldugunu disinirseniz yép
X
gereken gey belli ashknda.

2,0V (ot_3).2
e L= (3u? +2)-(2t-3) 2 _-

lyi de bundan sonra?
x=1ignt=21~1=1ve t=1%-3.1=-2 d
Bu deferleri verlerine yazarak sonucu ~ 28 bul

nuz.artik.© y=u3 U
s u=1%+2t-1
y=U" +U
t=x% +x+1

u:()-(—z)3 +(x+1)2

g olduguna gére «2)1 degeri kagtir?
olduguna gore, d_i degeri kagtir? - Xix=0 ;

X =1

ye(u+t) +20? -3
u=4t? -2
te=x? -x-1

dy

olduguna gore — degeri kagtir?
aXi g1

y=t2 4212 4141

2

f=u®+u+1

u=x2+x+1

d
olduguna gére < degeri kagtir?
Xy 4

Parameirik Fonksiyonlarin tilrevi

Goreceksiniz. Bazi sorularda y = f{(x) fonksivonunun x
e bagh olarak degil de; atiyorum x = 2t3 +1,

y =12 ~t+1 gibi hem x hem de y t ye bagh olarak

verilmis olacak. Iste bunun gibi hem x in hem y nin t

gibi bir parametreye {bu arada parametre = degisken
demek oluyor.) bagll oldudu denklemlerde tlirev alma
yOntemi biraz daha farkli, Ama gok gok kolay.

y = f{t), x = g{t) bigiminde verilen parametrik fonksi-
yonda y nin x e gére tiirevi zincir kural: yardimiyla bu-

dy
dy _ dt
funan ax .g.’f. dir.
dt

Yani, y nin t ye gore tirevi boll x in t ye gére tiravi.
Tabil ben parametreye t dedim ama bagka bir harf de
olabilir.
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Grnek Soru
y=1> 43t
x=1° -t

d
olduguna gore, —é-:(l dederi kagiur?

a1
Cozelim@

Soruda hem y hem de x t ye badll verilmis ve -g—i- S0~

rulmus. Dolayisiyla bu parametrik fonksiyon dedigi-
miz fonksiyanun tlrevi.

dy
i ) dy  dt _ 3t2+3
Az . =2 -Gl _ :
énce dedim, Bu da ax = dx T dir
dt
Vet = 1igin sonug 6 dir.
Aniagidi mi ki?
6. y = 2t° 4 4t
x=12 42t

.. d .
olduguna gore, E% dederi kactr?

t= 1

7. y=3t2 +6{-2
X=5t-2

d
olduguna gére, —{»

degeri kagtr?
d K= 3

8. y=at? +4t+1
x=3t+1

oimak lizere, ﬂ!_
dx X 7

re, a kagtr?

9, y = Bt+ 24T

x =2t -3t

d
olduguna gore, =4

degeri kagtir?
oy eferi kagtir

10. vy = f(x) olmak Uzere,

y t2 4 2T+ 1
x=3t-1
olduguna gbre, {'(11) dederi kagtr?

11. y = f(x} olmak {izere,
1
=4t2 4=
y=4t"+ n
x=2t% -1
olduguna gdre, f '(15) degeri kagtir?

degderi 8 e egit o[duﬁu q

“TUREV ALMA KURALLARI

Kapal Fonksiyonlarn Tiirevi

- size kapah fonksiyonun ne oldugunu izah etmeden
ance birkag tane kapai fonksiyon yazayim da dyle
" paglayayim.

-2y +axy+1=0, 2x24~5x-2xy+ym0,

(x~2)% +(y+3)? ~9=0 gibi x ve y nin i¢ ige ol-

ugu fonksiyonlar kapah fonksiyondur. Bunlarin

ofunda y yalniz birakilarak x e gre tiirev alina-

maz veya alinmaz.

- lste buniar gibi x & gre ¢izilemeyen ama y = f(x)
fonkslyonu ofdugu bilinen x 1i y Ii denklemle gasteri-

jen fonksiyonlara kapal fonksiyonlar denir.

Ama unuimayin, v yi yalniz birakabildiginiz fonksi-

“yonlar: kapali fonksiyon olarak diglinmeden de td-

“irev alabilirsiniz.

i:Kapal fonksiyonlarin tlrevini alirken su formiiclik

© ige yanyor.@ Onun igin bilmek &zim.

dy- ' Xe gore tiitev . F'y

X .y ye gore tirev . F'

¥

i Formiildeki eksiyi unutmayin. Bu bir. ikincisi de
= x e gbre tiirev alirken y yi, y ye gore tiirev alir-

- ken de x i sabit say1 kabul edeceksiniz.

Evet. Buras! izaha muhtag. Bir ornek {izerinde izah

y = f{x) olmak (izere,
x3y2 A%+ 2y -3xy+2=0

olduguna gére, % in egiti nedir?

Cizelim®

X e gore tirev alirken y leri kat sayi gibi diiglinin v
dyle threv alin. . :
Meseid x3y2 nin x e gore tlrevi 3x2 - y* dir. (Sa-

dece x? Gin tiirevini aldik.)

Ayni gekilde 3xy nin x e gdre tiirevi 3y dir.

¥ ye gbre tiirev alirken de x leri kat say: gibi diigii-
heceksiniz.

Mesela x%y? nin y ye gére tirevix® -2y dir. (Sa-
_dece y2 nin tirevini aidik.)
ine ayni sekilde 3xy nin y yve gdre tilrevi 3x tir.

'Anlag,lidl mi simdi? Aslinda gok da uzatmak istemi-
Yorum. Because bu bir antrenman kitabi.

Neyse...
dy _ 3x%y?-440-3y+0 _ 3x%®-3y-4
dx 2x%y~0+2-3x+0 2x3y -3x+2

olarak buiunur,

1. 2xy +4x -3y +1=0

olduguna gére, Z'_V nedir?
X

2. Sxy-dx+3y-2=0

olduguna gére, gl nedir?
X

3. y=1(x} olmak iizere,
5x2 -3y3 +2xy+4 =0

olduguna gore, %y— nedir?
X

4. y = f(x) olmak {izere,
2y% ~3xy + 4x~1=0

olduguna gore, %3[, nedir?
X
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5. F(x,y)=3%x% —2xy® +x+3y —4=0

fonksiyonunun tiirevi nedir?

6. y = f{x) olmak lzere,

2x%y -y 4 Bxy ~ 4% 2= 0

oiduguna gore, %ym in (1,1) icin degeri kagtir?
X

Ama fonksiyonun bir noktadaki tirevi soruidugunda
sadece x i verirlerse verilen fonksiyonda x i yerine
yazip y vi de bulmak azim. Aklinizda oisun,

7. v = f{x) olmak lzere,
y>0
x? +y? =25

olduduna gore, £ '(4) degeri kacgtir?

8. y >0 olmak iizere,
denklemi x° + y2 = 25 olan egrinin apsisi — 4
olan noktadaki tiirevinin degeri kacgtir?

9. y = f(x) olmak iizere,
y<0
(x-29 +{y-3)% =25
olduguna gore, { '(5) defieri kagtir?

10. y = §{x) olmak {izere,
Jx -1 +,/yv~2 w2
ofduguna gore, f '(2} degeri kagtir?

11,y = f{(x) olmak lzere,
Xy

olduduna gbre, f '(2) kactir?

12, y = f(x) olmak tizere,

L
Jx v

oltduguna gore, { *(4) kaglir?

NMay {REV ALMA KURALLARI

.frigonometrik Fonksiyonlarin Tiirevi

-y":_sinx ise y'=cosx

| y=COSX ise y' =~ sinx

‘= tanx ise y‘=1+tan2x= 5
S cos” X
1

sin®x

: y'_w—.-"cotk isey'= '—(‘1 +cot? x) =

Raﬁé hileske fonksiyonun tlirevinden yaralanarak

y:sing(x} ise y'=g'(x) cosg{x)
y=cosg{x}ise y'=-g'(x)-sing(x)

Kisacas: sin in flirevi cos, cos un ki - sin dir.
Ama icinin tiireviyle garpmay unutmayin.

y=tang(x) ise y'=g'(x)- (1 +tan? g(x))

__ g
coszg(x)

. ctg{x)ise y'=— g‘(x)-(1+cot2g(x)}

_ =gk
sinzg(x)
_ah in tlrevi bir arti tan kare, cot un ki eksi parante-
sinde bir artl cot kare. Ama neyi unutmuyoruz? Iginin
:l_}r'e"viyle garpmayi. (Simdi kalkip “Igi neresi?” diye
_ébl"_mazsmlz herhalde©®
Astinda vine de bunlarn ¢ok sevimli durmadiklaring
bifiyorum. Ama bunlar tiirev ala ala hallettiinizi gb-
receksiniz, Yeter ki her birinin tiirevini alirken kurali-
Ain ne cldugunu hatirlamaya ¢alisin ve tecriibeye
gilvenin.®

Asafidaki drnekgiklerde verilen fonksiyonlarin tirevi-
dlarak baglayin bakalim. ‘

(X} =sinx +cosx

(X} = tan x - cot

3. f(x)=x" ~3cosx

4.  f{x)=x-sinx

5, f(x)=-x+tanx

6. f(x)= 51235»

X
7. f(x) = &;

8. f(x)=tandx

9. f(x)=cos(3x+1)

10, f(x)=sin{4x+2)
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i1. %{x} = cot(x2 - 5x)

12. f(x)=cos(3~5x)

13. f(x)=tan{2x-1)

14, f(x)= cot(x2 + 2)

15. f{x)=sin(1+cosx)

2 2

16, f{x)=cos” x~sin“x

17. f(x) = cos® 2x —sin*2x

18. Bg;(smz 4% - cos? 4x}

19. méj;(sin XGOS X)

20. g—(simx 00S X + COS 4X 8inX)
X

21, Ed-‘(cos 2Xc0os X — sin 2x sin x)
X

22. f(x) =sin® x

23. f(x)=(1+sin2 x)2

24. f(x)=cos® x

TUREV ALMA KURALLARI

Tiirev almaya devam bakalim. Biliyorsunuz tlrev al-
ma kurallar: tiirev ala ala 6greniliyor®

f(x)= cos® (2x+3)

{x)=sin® (2x - 1)

f(:x)= sinx

f(x) = secx

X} = COSECX

8. f{x) = 2tanx

fonksiyonunun x = .;l noktasindaki tiirevi kacg-

tr?

9. O<x< g— olmak iizere,

f(tanx) = 2cosx
olduguna gore, f (1) kagtir?

10. #{x}=sin5x-cos3x+cos5x sin3x

olduguna gére, f'[%] degeri kaghr?

11. f(x):_gtan%
1-tan®3x

olduguna gore, f[—gﬂ degderi kagtir?
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{(IREV ALMA KURALLARI

12. f[2x~%}ztanx

T

oldufjuna gore, f'( 6) degeri kagtir?

13. 3f(-g-mx]+f(x+%)mtanx

olduguna gbre, 1 '(g—] degeri kagtir?

14. y = f{x) olmak (zere,
y = cos28

X =tand

oyl
oclduguna gore, X

15. y = f(x) olmak iizere,
V= sin® @

X = cos4B

Idug ore, 24
olduguna gdre, .

r
8

- dederi kactir?

degeri kagtr?

18. y = f(x} olmak Lzere, T:ers Trigonometrik Fonksiyonlarin Tirevi

.2 L
y=2+sin" 0 Ters trigonometrik fonksiyoniarin tiirevinin nereden
g’eldigini gok merak etmedidinizi biliyorum. Onun igin
ispata gerek yok. Yantiyor muyum?

X =C0os28

olduguna gére, % in x x«%— icin degeri kagyy

pir kez daha anlamig olmaniz lazim. Trigonometri
acayip dnemliymis demek ki.®
Ters trigonometrik fonksiyonlarin tirevinin formiilleri

1

1%

17.  y=1+cos?26 arccosx ise y'=~

X = sin26

~ T 1. 5ol Teapd
na gore, =X in x = icin dederi kacts . N . . .
olduguna gore, dx 3 ¢ ¢ drmis oimaniz lazim. arcsinx ve arccosx in tiirevieri

éynt'sadece arccosx in basinda eksi var.

Burada da suna dikkat edin. arctanx ve arccotx in ti-

t_#_zri aynl sadece arceotx in baginda eksi var,
Zaten cos ve cot un tiirevlerinde baginda arc 1 olsun
oimasin hep eksi olur.®

18.  f(2x)=(tanx+cot x)3

olduguna gore, f(l;-) degeri kagtir?

! ine bilegke fonksiyonun tlirevinden yaralanarak

arcsin(g{x)) ise y'= __9)
1-[go)f

= arccos(g(x)) ise y' = k0.
: 1-[g(x)]°

9'()

).’..“_'“ arctan{g(x)) ise y'= 5
' 1+{g(x)]

®x

18.  f(1-sinx)=cos
g'(x)

:'arccot(g(x)) ise y'=- 5
: T [g(x)]

olduguna gore, f (%) dedgeri kagtir?
uftlara bakmayin yle tuhaf tuhat,

?n[arl da bilmeniz [&zim. Yoksa bunlaria ilgili ge-
bilecek integral sorularinda yamulursunuz

lal® Tabii ki tirev sorularinda da.

eyl_‘:e... Takmayn!

Agagida verdigim ters trigonometrik fonksiyonlarin {i-
revierini aldi§inizda bu isi de halletmis olursunuz
herhalde. Yapin bakalim@

-l
.

f(x) =arcsin{x + 1}

2. f(x)=arccos2x

3. f(x)=arctanx®

Fa

%(arciam/; )

5. f{x}=arctan(2x - 1)

6. f(x)=arctan(x +2)
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7. f{x)=arctan [%}

2
8. f(x)=arccot (;J

9. f(x)=arccos{1-x)

10, f(x)= arcsin[——x——] ise f'(0) kagtir?
X+

14. f(x)=arccos(2x~1)

12. f(x)=arccos (x2 +1)

13. f(x)=arctan (2&)

14. 1(x)=arctan{cotx)

15, §(x)=arccos(sinx)

186. %(xz - arcsin x)

ifadesinin x = % igin degeri kagtir?

17. 12 -i(arccosx)
dx

18. qx)=fE%F£E£isef%1)kagur?
x

f(x)=arctan(3x-1)
olduguna gore, f'(1) degeri kagtr?

0<y< “z_ olmak izere,

: X
f(x)=arccos
() (xz +1)

olduguna gore, % in x = 0 igin dederi kagtir?

f(x)= arctan(—’-(iﬂ

oldiguna gére, '(2) degeri kagtir?

c H{xy=arc tan(cosx}

lduguna gore, f(%) degeri kagur?

5 f(x)=vi-x% .arcsinx

df
olduguna gére — degeri kagtir?
x| 0

6. y = f{x) olmak {izere,

v =arctant

X =212 ~t

olduduna gore, 9y degeri kacgtir?
axt 1

7. y=1{{x) olmak lzere,

=arcsinl L
ywarcsm{z)

x =12 -t

olduduna gore, %,% degeri kagtir?

t=1

8. £{x)= ~E%(m(arcsin x)

fonksiyonunun en genisg tanim kitmesi nedir?
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Logaritma Fonksiyonunun Tiirevi

. y =log, x Isey,=%logae . Ehsh
:':.....E '1 .
y=Inxse y'=—
.~ Ying bileske fonksiyonun tirevi yardimiyla
gix) .

Logaritmal| fonksiyonlarin {lirevini alirken logaritma
He itgiil kurallan bir kez daha hatirlayin bence. Gergi
aklintzdan hig gtkmadigim biliyorum da...©

Ama unutmayin. Tirev alma kurallan tiirev ala ala
dgrenilir.

Onun igin buyurun bakalim.

9. y=In{2x+4)

10. ymlﬂ(x:2 +3x)

1. y=in(x+2)~in{x+1}

12. y=2In(x-1)+3In(x +2)

13. y =In(sinx)

14

15.

16

17

18

19.

20.

.y =In(tanx)

y=In{lnx)

. y=log, (4x~1)

. y =log, (sinx)

.y =l0g, (x2 + 2x)

y = (Inx)®

Yo (x+inx)2

yminx5

y=ln(3 2x-1)

Y §n4\icosa X

8. y=x’.Invx

9. H%(w(x.ln x3)

10, y = m{'”—:J
X

1. ;;(cos(ln x}))

d
12. 5 (aretan (inx)




% TUREV ALMA KURALLARI

13, y = f{x) olmak (izere,

2Inx - 3iny+xy ~1=0

- olduguna gore, "g”y““ nedir?
X

" 3x+2
14. f(x)_ln{ 7 J

olduguna gore, 7'(2) kagtir?

15. y = f{x) olmak {zere,
Y= 12+t
X =Int

dederi kagtir?

dy
olduguna gdre, ~-
9 g v

d
16. K(JSan)
ifadesinin x = e i¢in dederi kagtr?

17. f(Inx)=2x+5
olduguna gore, f (1) degeri kagtir?

18, f(1+2Inx)=3x" +2
olduguna gare, f '(3) degeri kagtir?

19, y=gt -2
olduguna gore, (f -1 )'(1) degert kagtir?

20.

olduguna gbre, (f"1)'(2) degeri kagtir?

NMAy- (JREV ALMA KURALLARI

~ {stel Fonksiyonun tiirevi

*Nereden ¢iktiklanna hig girmeden forméilterini vere-
~ i, ‘

Cy=et ise y'=me®

: yé %% ise y'=g'(x)- g9

'y=a9(") isey'=g'(x)- a¥*) . ina

Evet. e" in tiirevi kendisi. Eger x yerine bir seyler ge-
rse gelen seyin tireviyle carpihiyor.

érnegin,

2. 2.
y=e" "% in tirevie™ " carpi Gissiin tlrevidir®

2.
Yani y'={2x+cosx}e® **" tir.

Buna gire agagidaki antrenmanlara dalin bakalim.

Cy=et e

=51 _2x 41

i6.

11.

12.

13.

14.

y = exz +AX-1

_éj_x_(x . 62x+1)

tanx

g
I
[o]

arctan x

y=e

x2+3x -4

]
[+

y

y=x"e

yme"(x2+2x~a2)
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

8i° X

y =e” tanx

X1

y=vye  +1

y = arctane®

y = arcsin (ex —1)

y =e* sinx

23. y=¢%Inx-

[

24, y=2X_

X

Et]

25, y= e(ex}

26, y mln(x+ex)

27 y= cos(ex + 1)

25. y= tan(ez")

29, y= |n(35in4x)

30, y= ln(e:gx +sin® x)

" TUREV ALMA KURALLARI

e )

ifadesinin degeri nedir?

ele eos)
et —|e” -cosx
dx

adesinin degeri nedir?

X =1 igin,
x4
dx

f(ex)zx2+x+1

lduguna gére, (1) degeri kagtir?

[e" -(x2 + x)] ifadesinin degeri kagtir?

5. f(3x~-1)=6e" +5

oldufuna gore, f'(2) dederi kagtir?

6. f(x)ﬂln[x—;—q)

olduguna gire, (f“1)'{ln4) degeri kagtir?

7. y=f{(x) olmak Gzere,

y=e'+2t
X=2t+1
ofduguna gore, ) degeri kagtr?
Xli=n2
8. y=e&*"
X =1n(3t-2)

olduguna gore, %l in x = In4 igin dederi kagtir?
) X
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9. y=u®+u
u=e” +x

d _—
oldufjuna gbre, & dederi kagtir?

dx

U=g+1

10. f(ezx):6x+’i

olduguna adre, f (1) degeri kagtir?

M. fx)=e'¥*2

olduguna gbre, f (1) degeri kagtir?

12, fx)=eSn 2%

olduguna gore, f’[%) dederi kagtir?

13, f(x)= En(ex + e*“*) iksek mertebeden Tirev

ami korkutmasin sizi. Yeni bir sey yok burada, Pes

. i . o
clduguna gore, (0) degeri kagtir? ‘pese tirev alacaksintz sadece.

= f{x) fonksiyonu igin

= E!l = f'(x) birinci tirev
dx

2
_ _F'_[EA’_J =9 _tox) ikinci tirev

. 2 3 .
14, f(x)msin(ex +3x) i[MJ=d—y=f"'(x) Uglingll tiirev

dx| gx? | dx?

olduguna gore, 1'(0) degeri kagtir? 6
Gasterimi bu sekilde. Artik bundan sonra d—e): ifade-

dx
sinin x e gbre 61. tlrev oldudunu anlarsimz di mi?

Oimek Soru

T_(X) =X +ax? +bx+2 fonksiyonu igin,

"(4) = £ (1) = 8 olduguna gére, b kagtir?

relim@&

(%) in birinci ve ikingj tirevierinde x = 1 igin sonug 8
cikiyormus.

f(x) in birini tirevi f'(x)=3x* + 2ax +b ve ikinci tiire-
Vi "{x) = 6x + 2a. lik 6nce bunlar bulun.

_Sonraf’(1) =6.1+2a=8dena=1isonra da birinci
ttravden f/{1)= 3 + 2a + b = 8 den b vi 3 bulun.
Anladiniz mi bu olayi?

GectikD

f{x)=x* +ax? -5 fonksiyonu igin.

(1) = 11 olduguna goére, a kagta?

Bagaruunw swlavrumdan biri, gecici bagas
larun bigi yenumesine igin vermemekiit
Mark _
“ f(x}=x% +bx® +ex +2 fonksiyonu igin,
fify=2
£'(2) = 16
.':{duéuna gére, b+ ¢ toplami kagtir?

Yopabildigimiy her seyoyapsayduks bund:

3. f{(x)= x® +bx® +cx+d olmak izere,
f(ly= f{(1)y=f"2)y=0
olduguna gire, b.c.d garpimi kagtir?

4. f(x)= (x~2)° .(2x+m)

fU(1)=12
oEduﬁuna gore, m kagtir?

5. e Ed;—{f -e")

ifadesinin degeri nedir?

2
6. «g;é«»(cos

ifadesinin dederi nedir?

2 x sin? x)
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2
7. w«?«?(sinz 4)()
dx
ifadesinin dederi nedir?

8. f(x)=e?% +1
olduguna gore, { "(in2) dederi nedir?

9. f(x) = 51n6x

olduguna gore, f(«:{%«} degeri nedir?

10. f(x)=e***? olmak lizere

flu(x) _ Jz—n

f(x)
olduguna gére, n kagtir?

11. f{x}=e"*" olmak lizere
3
E—é =mf(x}
dx
oldu§una gore, m kagtr?

12. vy =cosx+ sinx
1?y

dx17

olduguna gaére, ifadesinin defjeri nedir?

13. f(x)=x® +2x3 + 1

olduguna gore, 1'(x) degeri nedir?

i4.  f(x)=x%" +81x +1967

L Bl
olduguna gbre, ~.. dederi nedir?
PG

Hotow dei il care
Henry F¢




Erig mek istediklers biv hedefv oclmayanlar,

Emile Rauwx,

‘TUREVIN UYGULAMALARI

TUREV UYGULAMALARI

Tiirev alma kurallarini yuttugunuzu biliyorum.©

* Onun Igin uygulamalanna gegmenizde bir sakinca
ok Ve gegmeniz de |azim zaten.

En basta sunu sOyleyeyim. Burada size tirevle itgili
ir stir(l yeni bilgi vermiycem. Gdéreceksiniz zaten.
“Ama burada kafayl biraz daha fazla galistirmaniz ge-
 rekebitir. Bu sikint olur mu sizin igin? ©

Burada ilk énce sunu biimeniz hatta hi¢ unutmamaniz
4zim. Bir fonksiyonun herhangi bir noktadaki tii-
revi, fonksiyonun grafigine o noktada ¢gizilen te-
getin egimi demektir.

Teget, edriyi kesmeden ona bir noktada degip gegen
d'ogru demekti, Aranizda bunu bilmeyen yok degil
mi? '

Burada bir de normal diye bir sey var.

Normal, tegete dik olan dogrudur.

Neyse... Bunlar sekille gbstereyim.

V4 teget
normai
y =1(x)
Y A
[
P X
¢] / Xo

Gergi bunlari séylerken bir dogrunun egiminin ne

ek oldugunu bildiginizi kabui ettim. Ama bilme-
nler igin edim olayim agmakta yarar var.

Bir dogrunun egimi, o dogrunun x ekseninin pozi-
tif tarafiyla yaptig: aginin tanjantidir.

noktadan gizilen tegetin egimi m, = tano ol-

mak iizere, m, = tand = 1f'(xo) dir.

ini, bir egrinin herhangi bir noktadaki tegetinin
egrinin bu noktadaki tilrevine egittir.

Ve y = f(x) fonksiyonunun grafigine x = X, apsis-

Bu arada analitikten hatirlayin®
Iki dotiru paratel Ise edimleri esitér.

d,/ld, ise My =m, .
iki dogru dik kesisiyorsa egimleri garpimi ~1
dir, BT )

d, Ld, ise m-m, m»m‘%

Aynica su gok ¢ok énemli.:
Egimi molanve A (.x.o'y.o). hoktasmdan_
gegen dogrunun denklemi

Y=Y, =m(x;*o}'

Hatirladiniz rﬁ:?_

Egim olayini biraz daha agayim mi?

Bir dogrunun egimi, bu dogrunun x ekseninin pozitif
yoniiyle yaptidi aginin fanjanti idi. Dolayisiyla

x ekseninin pozitif yonityle dar agl yapan dogru-
larin egimi pozitiftir.

Sekildeki dogrunun edimi{m) = tan a > O dir.

% ekseninin pozitif yoniyle genig agl yapan dog-
rularin egimi negatiftir.

Y
d

]

Sekildeki dogrunun edimi (m)=tan o < 0 dir.

Fakat dogru x eksenine paralel ise edimi sifirdr,
AY
y=¢

—WOWX

Sekildeki dogrunun edimi{m} = tan 0°= 0 dir.
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Bir dofrunun iizerindeki iki nokta belli ise egimi

bulunabilir.

A(x,y,) ve B{x,.y, | noktalarindan gegen dogru-

nun edimim m = tang &~ di

Ll Ky =X

K . 2. .1
Ornegin

Ay’

5 _____

3|- A%

AR

7o 1 3 X

Ustteki dogrunun edimi m=tana = % =1dir.

kars) dik kenar

Zaten 1and s —mommsm -
ate komsgu dik kenar

defiil miydi?

Ornadin,

Sekildeki d dodrusunun edimi m=tana= % tr.

3

- X

Q 3

Sekildeki d dogrusunun egimim = tandg = — %— tar.

Denklemi verilen dogrunun edimi

y = mx + n dogrusunun egimi m dir. Yani, y yi
yalniz biralarsamz x in kat sayisi egimi verir,

Ornedin,

y = 3x + 2 dodrusunun edimi 3,

y= %gx + 2 dogrusunun egimi L?f-)— .

2x+3y =6 denkleminde y yi vainiz birakirsaniz egi-

mir %2 oldugunu,

X ¥y ; ; g
g 1 denkleminde y yi yainiz birakirsanz egim;

2 oldugunu gdrirsinlz.
Anladmiz mu burayi?

Simdi gelelim asil konuya.®

Bir fonksiyonun herhangi bir noktadaki tegeti
edimi o noktadaki tiireviydi. '

Bu kadar hatirlatmadan sonra fonksiyonun X, apsig

noklasindaki teget ve normalinin denkiemini yazaliy
artik@ :

y = f(x) fonksiyonuna A (x o,ya) noktasindan
tegetin denklemi m = f ‘(x 0) yazarsaniz
Y-y, = f'(xo) -(x—_x-o) olur. Ayrica, tefet ve no

lin edimieri carpim (birbirine dik iki dagru)

-1
m_.m_=-1 oldugundan M, =—=—
tn Tomg ()

bu noktadaki normaiin denklemini de yazabilirs

alarak

Ornek soru

Denklemi f(x)=x° +x? olan egrinin x = 1 nok

sindaki tegetinin denklemi nedir?

Cozelm® _
Teget denklemi yazmak igin bize o nokfanin kdo_r
hatlar ve edim (o noktadaki tirevin degeri} 1azim
Onun igin ik énce noktanin koordinatlarmi bulé}li

x=1igin y="1 +1 =2 . Demek ki noktanin koo

natlan {1,2) imis.
Tegetin edimini ise tlrev yardumiyla bulcaz.

f1(x)=3x2 +2x ve F(1)=3.12 +2.1=5 oldugunda
egim = m = 5 fir. ' o
Yani, (x,.y,)=(1, 2) ve m, =5tir.

Artik tegetin denklemini yazarsiniz@. _
Bu degerleri, y-y, = m(x - xo) esitliginde yérier
yazarak y ~ 2 = 5 (x - 1) ve bunu da dUzenleyér:
y = 5x ~ 3 bulun, .

TUREVIN UYGULAMALARI

:pir fonksiyonun herhangi bir noktadaki tegetinin egi-

ni bulmak istivorsaniz fonksiyonun tiirevini aip ve-
ien x degerini yerine yazmaniz yeterli,

“giinkii fonksiyona lizerindeki bir noktadan gizilen
:'.'t-e-éetin edlimi o noktadaki tiireve egitti.

f(x) = 2% - 3x+1

“egrisinin x = 1 nokiasmndaki tegetinin efimi kag-
r?

isinin x = a noktasindaki tedetinin egimi 4 ol-

‘duguna gbre, a kactir?

f(x)=ax? ~3x-2

§risinin X = 2 apsisli noktasindaki tegeti Ox ek-
eninin pozitif ydnilyle 45° lik ag1 yaptigina gére,
kagtir?

X
f(x)=—+5x-1
x) 5

grisinin hangi noktadaki tegetinin egimi 21 dir?

5.

6.

7.

8.

f(x) = In(dx + 2)
egrisinin x = % apsisti noktadaki tegetini egimi
kagtu?
Normalin egimini buimak icin énece tedetin egimini
buimak [&zimdi. Clnkl m, -m = -1 di.
f(x} = In{casx)
egrisinin x =—g~ noktadaki normalinin egimi kag-
tw?
3
f(x) = X_B_ —-3x+1

edrisinin x = 2 apsisli noktasindaki tegetinin Ox
ekseninin pozitif yéniiyle yapuigi agi kag derece-
dir?

f{x) = arcsinx

edrisinin x z% apsisli noktadaki normalinin egi-

mi kaghir?
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9. f(x) =sin? x

egrisinin x = % apsisli noktasindaki tegetinin

efimi kagtir?

2
10. f(x)z—xiﬁ

egrisinin x = 3 noktasindaki normalinin edimi kag-
fir?

3

11. f(x)mm

1
egrisinin x = 2 noktasindaki normalinin egimi A

oldufjuna gore, m kagtir?

Tedetin edimi igin kapals fonksiyon trevi almaniz ge-
rekiyorsa hem x hem de y yi bilmeniz lazim. cnun igin
sadece x i verirlerse denklemde yerine yazip y yi de
butmanz {azim.,

12. y > 0 olmak Uzere,
x? +y? =25

edrisinin x = 3 noktasindaki normalinin egimi kag-
tr?

13 i + 1 -1 Tegetin edimini bulmayi 6grendiyseniz devam ede-
Ay n. Gergi tecriibeyle sabit ki buradaki temel sikint:
ofu zaman tirevden kaynaklanmiyor. Daha gok
edrisinin x = 4 noktasindaki tegetinin egj analifik geometri ve cebirsel bilgi eksikliginden kay-

raklaniyor. Onun igin en azindan dogru analitijindeki
gimle ilgili olan seyleri hatirlamakta fayda var. Hem

de cokk®

sirkere sunu unutmayin. Bir fonksiyonda tegetin

ggiminden bahsedilmigse bu birinci tirevle ilgilidir,

tr?

Bir de ki dogru birbirine paralel ise egimleri esit,
dik kesigiyorsa egimlerinin carpiminin — 1 oldugu
akinizda oisun.

14. f(x} = sin{cosBx) §(x) = N, N

Y il . oo
egrisinin x =13 noktasindaki normalmm_g_ egrisinin x = 2 apsisli noktadaki tegeti
: mx + n dogrusuna paralel olduguna gére m

kagtr?

15. x% +y% ~3xy+1=0
isinin x = Ina apsisli noktadaki tegeti

denklemiyle verilen egrinin A(1,2) noktasini
tegetini edimi kactr? o ; -2x + 1 = 0 dodirusuna paralel olduguna gére a

f(x)=x? +6x -3
risinin hangi noktadaki tegeti y = 4x + 1 dofiru-
na paraleledir?

16. y=2t2 4t
%= 3t 2

denklemleriyle verilen y = f(x) egrisinin t
noktasindaki tedetinin egimi kagtir?

4,

x4

() =——3x—1
(%) 5~

efirisinin hangi noktadaki tegeti y = 13x + 3 dog-
rusuna paraleldir?

Bir kerem verilen nckta fonksiyonun lizerindeyse
denklemi sadlamas! i&zim.

f(x)=ax? +3x -2

fonksiyonunun (1, 3) noktasindaki tegeti
y = mx + 2 dodrusuna paralel olduguna gére, m
kagtir?

f(x}=x* +2x~1
x3
g(x)wm»émm+bx+5

fonksivonlarinin x = 2 apsisli nokiadaki tegetleri
birbirine parale! olduguna gére, b kagtir?
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7. f(2x-1)=x% +ax+3 veriliyor.
y = f(X) fonksiyonunu x = 3 apsisli noktasindaki
tefeti y= ::;—x +1 dogrusuna dik olduguna gbre,

a kacgtir?

3
X
8. y= m egrisine x = 1 ve x = — 1 noktalarindaki

tedetlerin birbirine gére durumu nedir?

Aklinizda olsun. x eksenine paralel olan (y=2,y= 3
gibi} dogrularm edimi sifirdir.

T 9, f(x')zax2+6x+c

fonksiyonu A(1, b) noktasinda x eksenine (y =0
dogrusuna) teget oldujuna gore, a kKagtir?

ir énceki antrenmanda gunu demigtim.

ki dogru paralel ise edimleri egitti. Dik kesigiyor-
sa egimieri carpiny —1 idi.

Bir de x eksenine paralel dogrularin (tegetierin}
imi sifir idi.

nlart unutmamak 8zim.

Bu antrenmandaki sorular belki de tlirevin en zor so-
arl. Ne yalan sdyleyeyim®

Ama su gbzecedim Grnedi iyi anlarsaniz burada da
gikintl yasamayacaksiniz.

Su {i¢ soruda teknik yardima thtiyag duyabthrsln
Ben uzaktayim.©

Ama isterseniz siz yine de 3. antrenmaﬂdakl go
drnedi iyice bi anlayip dyle ¢6ziin.© :

10. f(x)= xZ + BX—m-+2

fonksiyonunun grafigi y = 2 dodrusuna tege
dufiuna gore, m kagtir?

drnek Soru

: 3
: X

= —@X 40
o 3.

fonksiyonunun x = 2 noktasindaki tegeti
y = 3 dofrusu olduguna goére, b Kagtir?

g:c_ﬁze[im@
Size tavsiyem bu tir sorularda aklinizda hep su gekit

11, H(X)=x° +4x-2

A(2s3} -
X e e ; - teget(y = 3 dogrusu)
fonksiyonunun hangi noktadaki tegeti y eks '
diktir? § '
RPN &

Her seferinde bunu gizin ve A(2,3) noktasiyla ifade
ettigim noktanin (tabii ki soruya gére dedisecek bu

ik islem yapip b yi %“i olarak bulursunizz.
12, fp0=x3~3x+2

fonksiyonunun x eksenine parale! tegetlerini
eksenini kesim noktalarinin ordinatlan garg
kagtu? ‘

f_lksiyonunun x = 2 noktasindaki tegeti
= 6 dodrusu olduguna gére, b + ¢ toplami kag-

2. f()=x® +bx+c

fonksiyonunun grafigi apsisi 1 olan noktada Ox
eksenine (y = 0 dofrusuna) teget olduguna gore,
¢ kagtir?

3. f(x)=x®+ax+b

fonksiyonunun grafigi apsisi 2 olan noktada Ox
eksenine teget olduguna gdére, (a,b) nedir?

4, f(x)=x2 2% +cx +d

fonksiyonu apsisi 2 olan noktada y = ~ 6 dogru-
suna teget olduguna gore, d kagtir?
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5. ) = +bx? + cx~2

edirisi x = 1 apsisli noktada y = 7 dogrusuna teget
olduguna gére, b+ c toplarm: kagtir?

4
6. y=4x+ mdofrusu y x%——4x+‘l fonksiyonunun

grafigine teflet olduguna gbre, m kagtir?

Ustteki soruya dikkat edin. Teget olan dogrunun denk-
lemi zaten verilmis. Ve egimi 4. Peki fonksiyonun hangi
noktadaki tegetinin edimi 4? Ya da style sorayim.
Fonksiyonun tlrevinin 4 e esit oldugu nokta ne?

y=4x+m

A7)

Taslak sekil yandaki gibi
olabilir mesela.
f(x}

(]
'
'
3
4
b
v
'

) 4
7. y=3x+2dogrusu y = i;—: -5x+k fonksiyonu-

nun grafigine teget oiduguna gdre, k kaghr?

8. y = 10x + 2 dojrusu y = % +x+k fonksiyénu'r}'

9. f(x)=2x2 ~3x +1

4 4

X
:—---3
f(x) 5 X

grafigine tedet olduguna gbre, tejet noktasmn

ordinats kagtir? egrisinin x = 1 apsisli noktasindaki tegetinin

e
denklemi nadir?

3
f(x) = 355- ~x? 42
Teget ve normat denklemi bir dogru denklemi oldu
gundan bu denklemleri yazmak igin bize koordin
belli olan bir nokta (x,y, ] ve edim (m) lazim.

:éérisinin A(3, k) noktasindaki tegetinin denklemi
nedir?

ve bir noktast beili olan dogru denkiemi
Y=Y, =m(x~x0) idi.

fonksiyonuna (1,0} noktasindan gizilen tegetin
denklemi nedir? :

f(x)=x> —x+1

sinin x = 1 apsisii noktadaki normalinin denk-
lemi nedir?

Inutmayin. Fonksiyon (izerindeki noktalar fonksiyon

2 g3
3x denklemini saglar.

(X} =— ~ 5 +1
10. (x) 2

fonksiyonunun x = 2 apsish noktaslndéki ege

/ f(x)=x% —bx+2
nin denklemi nedir?

5. f(x)=x? +bx+c

egrisinin % = 2 apsisli noktasindaki normalinin

. -1
denklemi y = -z—-x +3 olduguna gbre, ¢ kaghr?

6. f(x)= e

efrisinin x = In3 noktadaki tedetinin denklemi ne-
dir?

7. ) = arcsinx

1
egrisinin X=§ apsisli noktadaki normalinin denk-

lemi nedir?

8. y > 0 clmak {izere,
(x=1)? +(y~2)°> =25

egrisinin x = 4 apsisH noktasindaki tegetinin
denklemi nedir?
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Bir dogrunun x ekseni ve y eksenini kestigi noktalar
nasit bulunuyordu? Hatirliyor musunuz?
X = 0 igin y eksenini kesim noktasin, y =0 iginde x
eksenini kesim noktasi bulunuyordu.
Bir kere eksenleri kesim nokiasindan filan bahsedil-
migse Hik dnce eksenleri kesim noktas) sorulan dog-
runun (feget veya normalin) denkleminin yazdmas:
tazim. Gerisi dedigim gibi©

9. f(x)= x> -2x

edrisinin x = 2 noktasindaki tegeti Oy eksenini
hangi noktada keser?

10, f(x)=x% +1

edrisinin x = 3 noktasmdaki normali Oy eksenini
hangi noktada keser?

2

2

11. HEVES
X°+1

edrisinin x = 1 apsisti noktasindaki tegeti Ox ek-
senini hangi noktada keser?

gekilli fonksiyon sorularnda genelde bir fonksiyon
g,-aﬁgi ve bir de bu fonksivonun tedet verilir. Bu tir
sorufarda dnemii olan tegetin egimini dogru yazabil-
mektir. Tegetin edimini yazabiliyorsaniz fonksiyonun
taget noktasmndaki tlrevini de biliyorsunuz demektir.
Mesela asadidaki sekilde f fonksiyonu ve bu fonksi-
yonun A nokiasindaki tegetinin grafigini verdim.

12. y > 0 olmak Uzere,
x2 +y? =25

egrisinin x = 3 apsisli noktasindaki tegeti Oxek
senini hangt noktada keser? :

f(x)

13.  Yx+fy=4

edrisinin x = 4 apsisli noktasindaki tegeti'oy
senini hangi noktada keser? e

Sekilde f(x) in x = 2 apsisli nokiadaki tedeti (4,0) ve
{0,3) noktatarindan gegmis.

Y2¥1 _3-0_-3

— tar,
X,-%, 0-4 4

Dolayisiyla egimi m =

‘Artik bundan da su sonucu gikarabilirsiniz.

‘Bu tr sorulann tlrevie ilgili olan tek Kismi da bura-

14. f{x) = sin(cos4x)

edrisinin xm% noktasindaki normali Oy _

)

”4 L
//-2 \ =X

f{x)

hangi noktada keser?

Sekilde y = #(x) fonksiyonunun grafiji ve x = — 2 ap-
sisli noktasindaki tedeti veriimistir.

(x)= X3~ 5f(x) olduguna gbre, g'(-2) kagtir?

15, x4 +y? +2xy-4=0

egrisinin A{1,1) noktasindaki tegeti Ox ekse
hangi noktada keser? :

".(2) =M= —_fi tlr. Ve liging olan ne biliyor musunuz.

A

Sekilde y = f(x} fonksiyonunun grafidi ve x = 1 apsisli
noktasindaki tedeti verilmistir.

g{x) = x.f(x) olduguna gore, g'(1) kagtir?

A~

A(i:t,-‘i)

7

Sekilde y = f(x) fonksiyonunun grafigi ile
A4,-1) ve B(1,3) noktalarindaki tegetleri veriimistir.

g{x)= X2 f(x) olduguna gbre, g'(1) kagtr?

Sekilde y = f{x} fonksiyonunun grafigi ve x = 1 apsisli
noktasindaki tedetl verilmigtir.

g(x) = x +f(2x~ 1) olduguna gbre, g'(1) kagtir?
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I

1‘ \ 4 > X

(%)
Sekilde y = f{x) fonksiyonunun grafi§i ve x = 1 apsisli
noktasindalki tegeti verilmistir,

g{x) = X3 4 f (xg) oldudiuna gbre, g'(1) kagtir?

Sekilde g(x) fonksiyonunun grafidi ve A(4,1) nokia-
sindaki tegeti verilmistir.

3
f(x) = ;‘—2 ~4g(x) olduguna gdre, f '(4) kagtir?

S

f(x)

¢}

Sekilde y = f{x) fonksiyonunun grafifi ve T(- 2,k

tasindaki tedeti verilmistir, ‘Sekilde y = f{x} fonksiyonunun grafigi ve x = 2 nok-

. . tasindaki tedeti verilimigtir,

g{x)= (xz + 1)f(x) olduguna gére, g'{-2) kagti

' (x)= 3x -1 oldufuna gore, g'(2) kagtir?
f{x)

T(2,2)
2y teget . :
i > X
y = f(x) Ol /1 2 3\
3 A(2,3) L
2 = Sekildeki f fonksiyonunun T(2,2) noktasindaki tegeti
> X % eksenine paraleldir.
/0 / 2 :

: g'(x)=3f—(-’:—) olduguna gére, g'(2) kagtir?

Sekilde y = f{x) fonksiyonunun grafigi ve A(2 3n
tasindakl tedeti verilmistir. _

9(><)=m olduguna gbre, g'(2) kaghr? -
X

1(3,2)

W l-====

0/2 5\“

-2

Sekildeki f fonksiyonunun T(3,2) noktasindaki tegeti
Ox eksenine paraleldir.

g(x) = x? -f(x) olduguna gére, g'(3) kagtir?

Sekildeki f fonksiyonunun T(2, -1} noktasindaki te-
geti Ox eksenine paraleidir.

g{x) = 3H(X2 +f(x)) olduguna giire, g'(2) kagtir?



&
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5. Ay
T g(x}
PARBT
5 3 =X
A

Sekilde g(x) fonksiyonunun grafidi ve A(3,1} nokia-
sindaki tegeti verilmistir.

f(x) =In{g{x)} olduguna gére, f (3} kagtr?

Sekilde f{x) fonksiyonunun grafigi ve A(-2,3) nok-
tasindaki tedeti verilmigtir.

a(x) = ?’;5 olduguna gdre, g '(-2) kagtir?

Sekilde f(x) fonksiyonunun grafigi ve A(-2,3) ve

B(2,1) noktalanindaki ortak tegeti veriimigtiy,

£(x)

g{x)=—— olduguna gbre, g'{2) kagtir? '

X

0

Sekilde g(x) fonksiyonunun grafigi ve A(1,2) riokt

sindaki tegeti ve normaii verilmigtir,

2
X
f(X)wg

) olduguna gére, { (1) kagtir?

TUREVIN UYGULAMALARI

:"Artan ve Azalan Fonksiyonlar

‘Fonksiyonlarda artan azalan ofay: Snemii.

“aslinda bir fonksiyonda x in dederleri artinldidinda
“fonksiyonun aldigi dederlerin artidm: ya da azaldidi-
“ni grafikie gayet net bir gekilde giirebilirsiniz,

“Grafik Gizerinde izah edeyim.

Sekilde grafigi verilen f fonksiyonu

a3, b] arah@inda artiyor (yukan gikiyor®)
“Ib, c] aralifinda azahyor (agad iniyor®)
;[c:, dlaralifinda sabittir. (dilz gidiyor.)

“Kisacast, grafigin sol ucunu bulun ve {zerinde yiri-
eye baglayin. Yukari gikiyorsaniz fonksiyon artan,
éaét iniyarsaniz azalan, diiz gidiyorsaniz da sabit.

- Bu kadar basit iste.©

yi de bunun tlirevie ne ilgisi var?

ylg degdil mi?

Amma yaptmiz hal Tirevle ilgisi olmasa burada niye
nlatayim Ki?@)

éah edeyim.
imdi dediklerimi yapin bakalim.

ekildeki f fonksiyonuna artan oldugu aralikta teget-
e_zf gizin ve bu tedetlerin ediminin pozitif oldugunu gé-

rdiindiz mi?

_i{'de azalan oldudu aralikia tedetler gizin ve bu te-
_étlerin edimlerinin negatif oldugunu gorin.

'.'E_dikleri mi ya;ﬁtnmz mi?

onra da kendinize su soruyu sorun.

onksiyona gizilen tedetin egdimi ne demekti?
kslyonun bir noktadaki tiirevi o noktadaki tegeti-
m edimi demek dedil miydi?

imdi bunlar yorumiayin bakalim,

:aka saka®

Bll’ fonksiyon tiirevinin (tedetin egiminin) pozitif
Idugu araliklarda fonksiyon artan, negatif oldu-
araliklarda ise azalandir.

Ornedin

L0

5\‘;X

{x)

-3 /1

Sekilde grafigi verilen { fonksiyonu
(— =, =1} de azalan
(—~ 1, 3) de artan

(3, ) da azalandur.

Burasint anladiysaniz geceyim®

Peki, fonksiyonun threvinin grafigi verildiginde artan
azalan oldudu araliklar bulunabilir mi?

Evet, fonksiyonun tirevinin grafidini verir de bu fonk-
siyonun artan - azalan oldugu araliklar sorarlarsa bu
da kolay© '

Tiirev grafiginin x ekseninin {stlinde oldugu yer-
lerde tiirevi pozitif oldugundan fonksiyon artan,
altinda oldugu yerlerde ise azalandir.

Ornegin

'(x}

p /.,
/o| B_/8

Sekilde threvinin (f ' nin) grafigi veriten f fonksiyonu
(— =, —1) de azalan (Egri x ekseninin altinda)

(-1, 5) te artan (Egri x ekseninin {stlinde}

(5, B) de azalan,

(8, =} da artandir.

Bitiin bu antattiklanims 6zetleyeyim.

Bir fonksiyonun arian oldugu aralikta tiirevi pozi-
tif, azalan oldugu arahkta ise tirevi negatiftir.

Ya da bunu tersten dilgiinlirsek,

Herhangi bir araltkta bir fonksiyonun tirevi pozitif ise
fonksiyon bu aralikta artan, negatif ise azalandir,

O halde denklemi verilen bir fonksivonun artan
veya azalan oldugu aralik sorulmugsa birinci tii-
revinin igaretini incelemek 1dzim. Pozitif oldugu
yerlerde artan, negatif oldugu verlerde azalandir.

$Su da aklinizda olsun. Bir fonksiyonun grafigindeki
tepecik ve gukurcuklarda tlrevi sifirdir. Niye ki?
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AN o |
ai!z 3 5

Sekilde f fonksiyenunun threvinin {f ' nlin) grafigi

verilmigtir. Sekilde (g, b) de pozitif tanimli ve azalan f fonksi-
' yonunun grafigi verilmigtir.

f(x)

[

P X

w\

X

mpesrnsaua

b O

Sekilde T fonksiyonunun tirevinin (f' niin) gra
Sekilde grafigi verilen f fonksiyonu igin agag- verilmigtir. : ) ) )
dakilerden hangileri her zaman dogrudur? ‘Buna gore, T fonksiyonu igin adidakilerden han-

gileri daima dogrudur? Buna gbre, asafidaki fonksiyonlardan hangileri
: negatif tanimit ve artandir?

Buna gore, f fonksiyonu igin ajidakilerden
. {—=,1)de azatandir. gileri daima dogrudur?
{ ~ «,0) da azalandir.

{— =~ 2) de artandir. -1

. (-1, 3)te azalandr.

. Daima artandir.
{15, (1, =) da artandir.

a) 3f(x) ~1 b)
V. {— 1) deartandir If. (-, 2)de azalandir. (-2, 2) de azalandr. )
' ' ' Hl. (2, =) da artandir. (0, 3) te artandir 3
V. x=-1vex=3te tirevi sifirdir. N, x= 2 de tirevi sifirdir ) . o -f (x) 0 L
Vi x =1 de tiirevi sifirdir. ' ' {5, =) da azalandir. {x)

x =0 ve x = 3 te tlrevi sifirdir.
x=~2,x%x=2vex=5detdrevi sifirdir,
. (3,=) da azalandir.

Vi, x = 2 deki tedetinin edimi pozitiftir.
Vill. x= — 2 deki tedetinin edimi pozitiftir.

Bir f fonksiyonunun (a,b) aralifjinda
ozitif tanimlr olmasi f(x) > 0,
legatif tarml olmasi £{x} < 9,

Artan oimas f ’(x) >0

4, Azalan olmasi f '(x) < 0 olmasi anlamina gelir. 4 y
2. Ay T
] fx) 2 b ox
: AY ol :
-1 / L\ 4 > y 5 :
1 3 N 5 i :
/ 7 H (‘,/(;)
Sekilde f fonksiyonunun tirevinin (f * niin) gr o) B T X
Sekilde grafigi verilen f fonksiyonu igin.asagi- veriimigtir. : Sekilde (a, b) de negatif tanimli ve azalan f fonksi-
dakilerden hangileri daima dogrudur? o s skilde (a, b) de pozitif tanimll ve artan f fonksiyo- yonunun grafigi verilmistir.
Buna gére, { fonksiyonu igin afidakilerde tinun grafigi verimistir,
I (~ =~ 1)de azalandir. giteri daima dogrudur? Buna gore, asafidaki fonksiyoniardan hangileri
I {=1,3)te artandir. una gére, agidakilerden hangileri negatif ta- pozitif taniml ve artancir?
0. {1, 4) te azalandir. L (==, ~1)daazalandr. imli ve azalandir? '§
. (- w,1)de artandir, fl. (= =.1) de azalandir. ' a) 1-3f(x) b} —
. ' . (=1, 3) te azalandir }i2f(x) + 1 70
V. x=1vex=4te tirevi sifirdir. : J : %
VI. (4, «)da artandir. V. (1, 8} te artandir. 1 0 —12(x) D 0
VIl x=-1, x=3vex=5 te idrevi sifirder. V. (3, =) da artandir.

VIIl. x = 2 deki tegetinin egimi pozitiftir. VI x == 1 ve x = 3 te tirevi sifirdir.

X, f'(6)f'(¢-3)<0dr.
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8.

" 0 <a<boimak lzere,

f fonksiyonu {a, b) aralifinda negatif taniml: artan

hir fanksiyondur.

Buna gdre, aym aralikta agafndaki fonksiyon-
lardan hangileri kesinlikle pozitif tanimh ve aza-
landir?

a) fy+2 b) ()
] 3
dy —f
2 £2 {x) ) (x)
-
e) 1 - f(X) f) W

a < b < 0 oimak {izere,

f fonksiyonu (a, b) araliginda pozitif tarumll ve aza-
lan hir fonksiyondur.

Buna gore, ayni aralikta asagidaki fonksivon-
lardan hangileri negatif tarimb ve artandur?

a) -12{x) b) F”(i:-)-
c) f(x)-3x d) %

¥ A

5 /3 N
P ft

Sekilde verilen f fonksiyonunun grafigine gér
agagidaki ifadelerden hangilerl her zaman dogn
dur? L

f(x)=x2 —4x+1

“jonksiyonu hangi aralikta artandir?

a) £'(2).7(1)>0 b)F(5)=F(3)>0

¢) f(-4)+1(7)<0 d)f () +f'(5)=0

e) f'(-2)f2)<0 i) <f'(®)
f(x)=x> - 3x?

fonksiyonu hangi aralikta artandir?

y
. f(x
L\ 3 / >

4
. X8
$ekilde verilen f fonksiyvonunun grafigine gore, fix}= 12 X

asadidaki ifadelerden hangileri her zaman dogri . i
dur? fonksiyonu hangi aralikta artandir?

a) f(1+§'{2)<0 b) f'(-8)+f'(2 :

cy T'(3)+f'(-3)=0 d}f(—5)+f’(5)=_:0

o) £1(0)-f(4)<0 (- 4) +£/(3) <0

4, f(x) = x? ~3x2 - 24x 45

fonksiyonu haAngi arahkta azalandw?

XS

5. f(x) = " 8x

fonksivonu hangi aralikta azalandir?

6. m nin hangi degerleri igin
mx -+ 4
X+m

f(x)=

fonksiyonu daima azalandir?




% TUREVIN UYGULAMALARI

7. mnin hangl degerleri igin
mx+m+12

fx)= X+

fonksiyonu daima azalandir?

8.  knin hangi degerleri igin
_kx~1
M0=3=x

fonksiyonu daima artandir?

9.  m nin hangi degerieri igin
f(x}u(mz ~m4)x+3

fonksiyonu daima azalandir?

10. ¢ nin hangi dederleri igin
#(x)= %2 ~3x% + cx+1

fonksiyonu daima artandir?

14. a nin hangi degerleri igin
§(x)=x° ~ax? +3x-2

fonksiyonu daima artandir?

12. f(x):—x3+6x2n—(3m+18)x—.2

fonksiyonu daima azalan olduguna gd
hangi degerleri alabilir?

TGREVIN UYGULAMALARI

Ekstremum Noktalar ve 1. Tiirevle iligkisi

'A"cayip onemii bir yerdesiniz. Ona gére.@

“ onun igin safa sofa dalmadan dikkatli bir gekilde ta-
" kip edin bakalim.©

- ik gunu sdyleyeyim, Bir fonksiyonun ekstremum
oktalan o fenksiyvonun grafigindeki tepecik ve

; gukufcukiardtr.

: fepecikler yerel maksimum noktalar, gukurcuklar
a yerel minimum noktalardir.

yere|
maksimum
AY -7 nokda

R f(3)=0
VAL
S\ /1 o34 7

/4 f(x)

e
yerel
minimum
nokta

ft-n=0

Sekilde grafigi verilen f(x) fonksiyonunun

— 1 apsisli noktasinda yerel minimumu var ve bu
erel minimum degeri — 4 tlr. (Bu noktada { nin tlre-
vinin, yani tedetinin egiminin sifir olduguna dikkat
din.)

= 3 apsisll noktasinda yerel maksimumu var ve bu
erel maksimum deger 4 tir. (Bu noktada da f nin ti-
@vi sifirdir.)

Jir fonksiyon x = a noktas: 8ncesinde artan, son-
a azalan ise grafikte bu noktada bir tepecik oju-
ur ve bu noktada vere! maksimum vardir.

\ma x = a dan &nce azalan, sonrasinda artan ise
U noktada bir gukurcuk olugur ve bu noktada bir
jerel minimum vardir.

ir fonksiyonun yerel maksimum ve yerel minimum
oktatarinin hepsine birden yerel ekstremum nokita-
a1 denir,

& sunu aklinizdan gikarmayin. Gok dnemli®

Bir fonksiyonun ekstremum noktalarinda tiirevi
sa bu titrev degeri sifirdir.

Surasi da Gnemii...

evin isaret degistirerek sifir cldugu noktada
E_remum vardir.

un igin tilrevin isaretini inceleyerek ekstremum
Oktalars gok daha kotay bulabilirsiniz.

1.

2.

Ornek Soru

fx)=x% -83x? +2
fonksiyonunun yerel ekstremum noktalan nedir?
Cozelim® -
Gok klasik ve dnemli bir soru.
Bir kere aklimizdan sunu hig ctkarmayin. Eger soruda
kurall verilen bir fonksiyonun ekstremum nokialan
(yerel minimum ve yerel maksimum degerleri) soru-
luyorsa bu 1. tlrevle ilgilidir. 1. tirevin isaretini ince-
leyip tablo yapin ve gergekieri gbriin.
Yapalim. Ama dnce tiirevini alip k&kierini buimak 1a-
zim. £{x)=3x? ~6x=0danx=0ve x = 2 imig®
Simdi birinci tdrevin isaret tablosunu yapabilirsiniz.

t] 2

yergl verel
max. rain,

1. tirevin pozitif oldugu araliklarda (yukar: okiarla
gosterilen aralklarda) fonksiyon artan, negatif oldu-
Gu aralikia (asad| okla gisterilen aralikta) ise aza-
fandir.

Zaten tabloyu adam gibi yaparsaniz nerede yerel
maksimum, nerede yeret minimum var gbreceksiniz.
Bunda x = 0 da yeret maksimum var. Ve bu yerel
maksimum deger {0} = 2 dir, Dolayisiyla yerel
maksimum noktasi (0,2} dir.

Ayni sekilde x = 2 de yerel minimum var. Ve bu ye-
rel minimum deger £(2) = - 2 dir. Dolayisiyla da
yerel minimum nokta (2, —2) noktasidir.

Oldu mu gimdi?

f(x)=x% -4x+3

fonksiyonunun yerel minimum noktasuwun apsisi
kagtir?

f(x)=-x% +bx +3

fonksiyonunun x = 1 de yerel maksimumu oldu-
Huna gore, b kagtir?
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3. f(x) = ~2x2 —8x +1

fonksiyonunun yerel maksimum degleri kagtir?

3
4. f(x)=35-4x

fonksiyonunun yerel maksimum degeri kagtir?

5. f(x) = x® - 6x? +3

fonksiyoenunun yerel minimum degeri kagtir?

6.  fOO=x%-2x% +x-2

fonksiyonunun yerel ekstrernum noktalarimin ap-
sisleri toplam:t kagtir?

7. f(x)=x® -3x% -9x+2 f(x) =x3 + X0

fonksiyonunun [2,4] aralifindaki en kilgiik deg
kagtir? :

f"egrisinin {1, 5) noktasinda yerel ekstremumu
" oldugiuna gbre, m.n ¢arpirmi kagtir?

x3
8. f(x)=T+3xm5

fonksivonunun {1,3] arahifindaki en biiyiik dégg

kagtnr?
fx}=x> +bx? +cx+ 4

: fonksiyonunun x = 1 ve X =~ 4 apsisli noktalarin-
da yerel ekstremumu olduguna gére, b — ¢ farki

g, f(x)= x> ~bx? +4x+¢

egrisinin yerel minimum noktas: A(2,6) oldug
gore, (b,c} nedir? -

2
f(x)m%

onksiyonunun x = 2 apsisli noktasinda yerel
kstremumu olduguna gore, m kagtir?

10, f(X)=x®-2x% rax+b

egrisinin yerel minimum noktast A(1,4) oldug
gore, (a,b) nedir? :

S'Ur_ﬂda f nin tirevinin (f niin} grafigi verlir ve artan,

_l_a_n oldugu arabikiar ile ekstremum noktalariyia ilgili
SeYler sorulursa yapmaniz gereken yine 1. tiirevin isa-
tablosunu hazirlamak ofsun. Giinki en rahat 8yle
liyor®

Su sekii iyi inceleyin. Aslinda bu kisimla ilgili her se-
yin 8zeti var bunda. f nin tlrevinin (f ' nlin) grafigi ve-
rildiginde f fonksiyonunun nerde azalan, nerde artan
oldugunu ve hangi noktanin yerel minimum, hangisi-
nin yerel maksimum oldugunu gok net bir sekilde go-
rebilirsiniz. Ama gdrmek igin bakmarniz [&zim tabii ki©

Yy
fx)

+
d
«%
+
_%\
=

<-----33

N
-
<
X
3
t
o

-
Oy A-----

Ot N

S - |+

yerel  yerel  yerel
min,  max. min,

Yukaridaki gekilde f nin tlrevinin (f* nin} grafiginden

isaret tablosuna nasd gegtiime dikkat edin.

Agadida, her noktada tlrevienebilir bir f fonksiyonu-
nun tlrevinin (f* nlin} grafigi verilmigtir.

Yukandaki verilere uygun olarak alinacak f fonk-
siyonu icin agagidakilerden hangileri kesinlikle
dogrudur?

. =« <x<1aralifinda azalandir.
I, 1 <x < araliginda artandr.

M. x =1 de yerel maksimumu vardir.
V. x=1de yerel minimumu vardir.
V. (- =, =) da arfandir.

f(x)fx3 ~%x2 +1

fonksiyonu icin agafidakilerden hangisi yanhstir?

A) x = 0 da yerel maksimurnu vardir.
B) x = 1 de yerel minimumu vardir.
C) Yere!l maksimum degeri 1 dir.
D)1 < x < o gralifinda artandir.

E) 0 <x <1 araliginda artandur,
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6. Asagida, her noktada tirevienebilir bir f fonksiyonu-
nun térevinin (f* ndn) grafigi verilmigtir.

()

Yukarnidaki verilere uygun olarak akinacak f fonk-
sivonu icin agagidakilerden hangileri kesinlikie
dogrudur?

I —2<x <4 araliinda azalandr.

il 4 <x < aralifinda artandr.

. x=- 2 de yerel maksimumu vardir.
V. x =4 te yersi minimumu vardir.

V. x=1de yeré[ minimumu vardir.

7. Asagida, her nokiada tiirevienebilir bir f fonksiyonu-
nun tirevinin {f' nin) grafigi veriimistir.

e/

Yukaridaki verilere uygun olarak ahnacak f fonk-
siyonu igin agagidakilerden hangileri kesinlikle
dogrudur?

. —6<x<-2aralifinda azalandir.
Il —<x<-4aral§inda azalandsr.
. x =1 de yerel maksimumu vardir.
V. x= -2 de yerel minimumu vardir.

V. x =5 te yerel maksimumu vardir.
Vi, =2 <x <5 graliginda artandir

8. Asa{jida, her noktada tlrevienebilir bir f fonksiyo

nun threvinin (f ' nln) grafidi verilmistir.

\«8 4 -1

Buna gore, v = f(x) fonksiyvonunun yere}

ekstremum noktalarinin apsisleri toplam ka{;t.'

9. Asadida, her nokiada tlrevienebilir bir f fonkéijé

nun titrevinin {f ' niin) grafigi verilmigtir,

Yukandaki verilere uygun olarak ahinacalk f fqrsk
siyonu igin agadidakilerden hangisi kesinlikf_a

dogrudur?

A}~ 1 <x <3 aralifjinda artandir.
B) 3 <x < 5araliginda azalandir.
C) x = 1 de yerel maksimumu vardir.
D) x= -1 de yerel minimumu vardir.

£} x = 5 te yerel maksimumu vardir

e
Vil

Y=t

S Tt 3
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- maksimum ve Minimum Problemleri

-~ ‘piyelim Kl elinizde bir fonksiyor var.© Bu fonksiyo-

: pun minimum ya da maksimum de§erini bulamaz me-
"~ aimiz? Iste buradaki olay da bu. Ama gogu zaman
*fonksiyonu vermiyorlar tabil. Siz yaziyorsunuz.

" girazdan goreceksiniz zaten. Maksimum - minimum
'sorularinda genel olarak, bir uzunlugun, alamn,
“hacmin veya bagka bir geyin en az va da en gok
kag olabilecedi sorulur,

Maksirurn ve minimum sorulanins ¢ézerken genel bir

yéntem blimek dnemili. Yoksa farkl gibi duran her so-

ruda * Simdi n'tcez?” diye diislinmenin alemi yok.

“ |k once kafanizda sunu netlestirin,

Sizden maksimum ya da minimum olmas: istenen

nedir? Bir uzunluk mu? Bir alan mi? Her neyse ig-

* te... Bunu belirleyin.

ha sonra bunu bir degiigkene bagl: olarak ifade

in. {Yani, bir fonksiyon elde edin.)

Bundan sonrasi ise kolay.

Simdi elinizde bir fonksiyon var ve siz bu fonksiyonun

maksimum ya da minimum degerini bulmak istiyor-

sunuz. Artrk yapmaniz gerekeni biliyorsunuz. Yapa-

: giniz gey; bu fonksiyonun tlrevini alip ve sifira

gsitlemek ve maksimum ya da minimum yapan dege-
buimak. }

Herhalde bir seyler hulursunuz.©

%> 0 olmak {izere, y =% efrisinin baslangig nok-

tasina en yakin olan noktasinmn, baglangig nokia-
sina olan uzakhii kag birimdir?

C_ozelim@
f_lk &nee sizden neyin istendidini kafanizda netlestirin.

2

?s_ténen y=% edrisi Gizerindeki orifine en yakin nok-

tanin tespit edilerek bu noktanin orijine olan uzaklig-
nin hesaplanmasi,

Yari, iki nokta arasindaki uzakhgin en klicilk degeri.
O halde yapman:z gereken sey bu uzaklig bir dedis-
kene(x e} bagi ifade edip sonra x e gbre tirevini aj-
mak,

.Ktéacam y =% egrisi {izerindeki bir noktann orijine

olan en kisa uzakiigi soruiuyor.

Bunun igir ilk énce egri Gizerinde bir nokta alin. Sonra
da bu noktanin orijine olan uzakhidini formdile ifade
edin. {Formiill de bilin gari@).

Egri lzerindeki bu nokta A(x,y) olsun. Ve ¥ =% mis

zaten. Dolayisiyla alinan nokta A(x, %) oldu.

Simdi bu noktanin O(0,0) a uzakhdini koordinatlari bi-
linen iki nokta arasindakl uzaklik formilini kullana-
rak yazin.

Hatirlayin@ A(xi, ¥y} ve B(xz.yz) noktalan arasin-

daki uzaklik| AB| = /(x5 ~ X, 2 +(y, ~y, ) idi.

Buradan da istenen uzakiidi x e bagl olarak

z
|AO]= (X_g)z +(.2_-0) = [+ seklinde ifa-
X v x?

de edin.
Artik bundan sonras) énceki antrenmaniar gibi.

f(x)= [x2 +i2 fonksiyonunun en kiigiik dederl kag-
X

tir? Bunu bulacaksiniz.

Bunun igin bu fonksiyonun tirevini alip stfira egitle-

2x—m—§~

3
mmmz__rmo dan x=+/2 yi bulun.

X e
2. W

yin. Ve f'{(x)=

Ama cevap V2 degil tabii ki. Eger soruda sorulan el
{izerindeki orljine en yakin noktanin apsisi olsayd: cevap

V2 olurdu. Ama istenen x =2 igin |AO| nun degeri.
Artik X =2 icin |AO| =2 yi bulursunuz.

Evet, biraz uzun gibi. Ama olayin temel mantigini an-
layabilmeniz i¢in hem biraz zor bir soru segtim. Hem
de bu soruyu gdzerken diiglindiigiim her seyi yaz-
dim.

Anladiniz m1 bari@

x4 -x)
garpimmin en bilyiik degeri kagtir?
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2. y=8-x
olduguna gore, x.y garpiminmin en bilyiik degeri
kagtir?

3. y=4-x2

olduguna gbre, x + y toplami en gok kagtir?

4. A ve B noktalan arasindaki uzakhk L. dir.

4
L:Jﬂ+——
X2

oldufiuna gbre, L en az kaghir?

5. y=x2 -9x -2

olduguna gbre, x in hangi degeri igin x + y topla-
mt en kiigiik olur?

6.  |AB|=+ (x—2)2 +(x—4)

olduguna gore, |AB| en az kagtir?

7. Hangi x degeri igin

|AB| =« x* + (3 - x)?

uzunlugu en az kagtir?

8. x pozilif reel sayisi Igin
4
X+ —
X

toplaminin en kiliglik degeri kagtir?

9. 3x+y =120 olduguna gore, x.y garplmlﬁl'_n_ e

biyiik degeri kagtir?

TUREVIN UYGULAMALARI

' a + b =6 aldufuna gbre, a-b? carpiminin en
- phiylik dederi kagtir?

:-;_Kenar uzunluklan 20 - x* cm ve 4x + 2 cm olan
“dikdorigenin gevresi en gok kag cm dir?

Y= V4 - x2

o;l_'duf;una gore, x.y garpuminin en bilyilk degeri
kagtir?

4. xvey pozitif reel sayilar olmak (izere,
x.y = 16 olduguna gére, x + y toplaminin en kiigiik
dederi kagtir?

5. Farlds iki kenarinin uzunluldan {x + 4) em ve
{12 — 2x) em olan dikdorigenin alan en gol kag
cm? dir?

6. f(x)=x? +3x egrisi Uzerindeki A(xi,y1) noktasi

nin koordinatlan toplami X, in hangi degeri igin

en kiigiik olur?
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7. y= x? parabolil tizerindeki P(a,b) noktasi alimyor.

Buna gbre, a min hangi degeri icin a® — 3b farki
minimum olur?

8. y=dsinx + 3cosx in [G, %] araliginda aldig en

bliyiik deger kagtir?

9. f(x) = 2sinx + cosx

fonksiyonunun [0, 2x] arali§inda aldign en kiliglik
deger kagtir?

- Analitik diizlemde A(2, 2) ve B(k - 2, k) noktalar!

10. %2 + (M—3)X +m + 3 = 0 denkleminin kikler
' s veriliyor.

ve X, dir.
Buna gore, k nin hangi degeri igin | AB| en kiigiik

. 2 - . B i
Buna gbre, Xf +X," toplamini minimum yaps egerini alir?

degeri kachir?

ik koordinat diizleminde, A(~ 5,0), B(2,0), C(6,0)

ioktalars veritiyor

1. 32 +(m? + 5)x +m — 2 = 0 denkleminin kiki
ve X, dir.

T 1 : - Buna gore, Ox ~ ekseni (zerindeki hangi noktanin

Buna gore, “5'(”1“1')(_2 toplamim maksimumy P2 bu noktalara olan uzakhklarinin kareleri toplam

m degeri kagtir?

12. Bir imalatgl, tamaminl Q = 2x + 1 TL ye mal efti

tane kalemin tanesini P = 4 — 0,02x TL den sat|
Dik koordinat diizieminde y + 2x = 4 dogrusunun

jaslangsg noktasina {orijine) en yakin noktasinin

Buna gbre, imalatgmin toplam kérinin maks :
psisi kagtir?

olmas: igin kag katem imal etmesi gerekir?

4, y= % fonksiyonunun baglangic noktasinza en

yalan olan noktasinin, baglangig noktasina olan
uzaklids kag birimdir?

5. Y
1
X

y=
_

P(a.b}

2 X

o}

Sekilde grafigi verilen y u% fonksiyonunun ori-

jine en yakin noktasi P(a,b) olduguna gore,
| OP| kag birimdir?

6. y=x° paraboliiniin A(3,0) noktasina en yakin
noktas! B olduguna gé‘:re, B noktasinin apsisi
kagtir?
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Sekildeki gibi dikdérigen bigiminde ve bir kenarinda
duvar bulunan bir bahgenin {i¢ kenarina bir sira tel
gekilmigtir.

Kullandan telin uzunlugu 80 m olduguna gore,
bahgenin alant en fazla ka¢ m? olabilir?

B

Dikdértgen bigimindeki bir bahgenin {AD] kenartnin
timd ite [AB] kenarinin yanisina sekildeki gibi duvar
ariiimils, kenarlannin geriye kalan kismina bir sira tel
cekilmisgtir,

Kullanian telin uzunlugu 120 m olduguna gdre,
bahgenin alani en fazla kag m? olabilir?

D 4»:35»«»»
g
2 Mutfak
5]
Caligma odasi
A

Koridor, mutfak ve ¢alisma odasindan olugan' bir
yerinin yukarida verilen modeli ABCD dikdortgen
ve bu dikddrigenin gevresinin uzuniugu 48 mef;'e

Bu is verindeki mutfagin en genig olmas: |§m

kac metre olmalidir?

Cevresi 8 cm olan ABCD dikdortgenin dlsma_.ke_
rindan 1 cm uzaklikta KLMN dikdérigeni glzitiyor

Buna gdre, KLMN dikddrigenin alani en gbk-

cm? olabilir?

“TUREVIN UYGULAMALAR!

pirt. yontem (Tabir-i diferle korsan yol@)

.Q'Belki iginize yarar diye sdyliyorum. Bir (ggenin icine
ilen dikddrigenlerden alani en bliyik olanin alant
jcgen alaninin yarisina egittir. Ve her zaman oyle-

S dir®

:'Cember igine gizilen max. alanl veya gevreli dikd6rt-
*gen de karedir.

: Sekilde, koordinat dizleminin birinci bilgesinde B
kigest 2x + y = 16 dofdrusu Uzerinde olan OABC
“dikddrigeni veriimigtir.

_5-_Buna gdre, dikddrigenin alani en gok kag birim
“karedir?

- $ekilde, dik kenar uzunluklari 4 ¢m ve 5 em olan
ABC dik liggeninin igine M ve N kdseleri dik kenar-
-lar Gzerinde K ve L kégeleri de hipotenis lizerinde
lan KLMN dikdérigent giziimistir,

- Buna gére KLMN dikddrtgeninin alan en gok
‘kag cm? dir?

Sekilde taban uzunlugu | BC| = 8 cm ve bu tabana
ait yiiksekiigi 6 cm olan ABC Uggeninin ig bilgesin-
de gekildeki gibi dikdortgenier giziliyor,

Bu d:kdongenlerden alani en biiylik olaninin
alam kag cm’® dir?

B
L N
o KA

Yukaridaki gekilde merkezi O, vancap

|OA|=|0B| =2 em olan dértte bir gember yay {ize-
rindeki bir N noktasindan yarigaplara inen dikme
ayaklari K ve L dir.

Buna gore, OKNL dikdortgeninin en bilyiik alan
kag cm? dir?
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Su iki soruda Gcgenlerin ikizkenar almas: gerek@

5.
Dik yangaplan [QA], [OB] ve yangap! 4 birim olan
ceyrek cember lzerindeki degigken bir P noktasi-
nin OA Ozerindeki dik izdlislimil H oldu§una gore,
POH liggeninin gevresi en gok kag birim olabi-
lir?

6. %

0| Alx0) 2

Sekilde, denkiemi x* +y? =4 olan dértte bir gem-

berin P noktasinin x ekseni tizerindeki dik jzdisil-
mi A(x,0) noktasidir,

Buna gé’:re, QAP licgeninin alani x in hangi de-
geri igin en biiyiiktir?

8.

Sekilde, yarigapl | OB| = 4 cm olan yarim gemp,

igine ABCD yamudu giziimigtir. : sekiideki P(x1,y1) noktasi denkiemi y = x(4 - x)

_— : fan parabol Uzerindedir.
Buna gére, alani en bilyiik ABCD yamuguny )

yitksekligi kag cm dir? in hangi degeri igin x, +y, maksimumdur?

Yarigapl 6 em olan bir gember igine gizile
en biiyiik alanh dikdérigenin ¢cevresi kag ¢m
dir?

':ve B noktalar Ox ekseni {izerinde, C ve D noktalan
Se y=3— x2 paraboil (zerinde pozitif ordinatls nok-

alar clmak tizere sekildeki gibi ABCD dikdértgenleri
iigsturutuyor.

:l:l dikdértgenlerden alam gn bilyiii olanin alani
a¢ birim karedir?

Sekilde y= x? paraboli} dzerindeki B nokiasinin

y = 3 dogrusu ve Oy ekseni Uzerindeki dik izdGsiim-
leri sirastyla A ve C dir.

y = 3 dogrusunun Oy eksenini kesim noktas D
olduguna gére ABCD dikdérigeninin alani en
gok kag cm® dir?

B X
A12,0)

& H(x,0)

Denklemi y = J/x olan sekildeki paraboliin P noktala-
rinin x ekseni Uzerindeki dik izdliglmi H(x,0) dir.

A(12,0) olduguna gore, HAP liggeninin alam, x in
hangi degderi igin en biiyiiktiir?
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Sekilde dik keordinat dizleminde grafigi veriten y =
Inx edrisinin Uzerinde alinan B noktasinm Ox ve Oy
ekseni (izerindeki dik izdiislmleri sirasiyla C ve A drr,

Buna goére, OABC dikdértgeninin alam en gok kag
birim karedir?

8. Bir kare dik prizmanin tabaninin bir ayrih ile yiik-
sekliginin toplam: 8 cm olduguna gbre, bu priz-

manin hacmi en gok Kacg o’ tiir?

Sekilde grafigi verilen y = 2x? paraboliiite '
y = 8x + O dofrusu arasinda y eksenine parala! |

cak bigimde | MN| ciziimistir,

Buna gore, ] MNE en cok kag birimdir?

. Bir Greticl, dretim maliyeti Q = 10x + 20 lira olan x
adet Urlintn tanesini P = 90 ~ 0,2x liradan satiy(

Buna gére, lreticinin toplam karinin maksi
olmasi igin kag adet Uriin satmas: gerekir?’

:Bijki':m {D&niim) noktasi, ig bikeylik, dig
piikeylik ve IL. tiirevle lligkisi

/AN L

“len tegetler edrinin Ustlindeyse egri bu araiikta ighil-
“ key (cukurlugu agad) dogru), altindaysa disbikey
“(gukurtugu yukart dogru) dir.

Bir fonksiyonun ikinci tiirevi (f ) fonksiyonun ig-
biitkey {gukurlugu asad) oldugu aralikta negatif,
" digbiikey (gukurlugu yukan) oldugdu aralikia ise

“Ozetleyeyim.

Bitkiim (Déniim) Noktasi

keylikten icblikeylije gecis noktaiarina fonksiyonun
= bilkiim (déniim) noktalan denir.

TUREVIN UYGULAMALARI

Gnee glize bi gekil yapayim@

ig blikey {konkav) dig biikey (konveks)
gukuriuk yénl agagt gukurlux yani yukar

Py =<0 00 >0

Bir egriye tanim arah§min beli bir alt araginda gizi-

B.unun tirevle iligkisi ne? Onu da izah edeyim.

pozitifiir. Biitlin olay bu igle®

1"(x) < 0 ise fonksiyon igbiikey (gukurluk agagt)
£"{x) > 0 ise fonksiyon disbiikey (¢ukurluk yukari)

'onksiyonun ichtikeylikten digbikeylije veya digbi-

o bilkGm
g noKtas

=0

P X

Sekilde x = a noktasinda tiirevienebilen f fonksiyonu
U noktanin solunda icbiikey (f "(x) < 0), saginda
Isbiikey (f "(x) > 0), oldugundan x = a da déniim
bilkiim) noktas! vardir.,

Bir fonksiyon bitkiim {déniim) noktasinda
Urevlenebilir ise bu noktadaki ikinci tlrevi stfir-
C!_I!‘. Yani, verilen gekilde f "{a) = 0 dir.

O halde genel bir 6zet yapip sunlarn not edelim.

Bir fonksiyonun ighlikey, dishikey cldugu araliklar
veya donim (biikim) nokias scruimusgsa bunlar ikin-
ci tirevie ilgilidir.

Ornek Soru
()= %% + 6x% - 3x+2

fonksiyonunun igbiikey, digsbitkey oldugu arahk-
iar ve biikiim{doniim) nokiasi nedir?

Cozelim.©@
Aklinizda olsun. Bir forksiyonun

lghiikey (konkav), disbiikey (konveks) oldugu aralik-
lar veya blkirm {(dénim) nokias: sorulmugsa bunlar
ikinci tiirevie ilgilidir. Onun igin hemen fonksiyonun
ikinci tirevini alin kdkleri bulun ve isaret tablosu ya-
parak igaretini inceleyin.

Alalim bakahm ikinci tiirevi. Ve sifira esitleyip kdkle-
£ini bulabm. Sonra da tablo fabit ki

Ama 6nce birinci tiirev.

(%) = 3x2 +12x-3 bunun da tlrevini alip ikinci ti-
revi bulaiim.
f'{x)=6x+12=0dan x = -2 yi bulun.

Ve isaret tablosu

X | -2
£x) %
icbitkey |
v digblikey
bitkiim
noktast

Tabloda her sey var. Bakip anlayin artik®

(— w0, —2) aralifinda ikinci tirev negatif oldugundan
fonksiyon bu aralikta ighkeydir.

(~2, ) araliinda ise ikinci {lirev pozitif oidugundan
bu arahkta digblkeydir. '

Bu fonksiyonun blkidm {dénim noktasinin apsisi ise
— 2 dir. Dogru. Peki, ordinat! kagtir?

f(~2) degil mi?

C da f(-2) = 24 oldugundan déniim noktas| (~2,24)
tir. Var mi bi problem?

Gérdigiintz gibi birinci ve ikinei trevin yorumu aca-
vip zar bi seye benzemiyor. Biraz bilgi birikimi, biraz
da cebirsel yetenek varsa stkint: olmuyor. Aksi du-
rumda (zginiim tabii ki.

Aslinda esitsizlikierdeki gibi tablo yapmay! ve ne an-
lama geldigini bilmiyorsamz ddrenip gelmenizde fay-
da var® Gidip égrenin de Oyle gelin.©&
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1. Denklemi y=x> + x> olan egrinin doniim (biikiim}
noktasimn apsisi kagtr?

2. f(x)=-2x3 + 6x2 +3x +1
fonksiyonunun biikiim{doniim) noktasinin apsisi
kagtir?

3. F(x) =% +3x% +x—1

fonksiyonunun bitkiim {(déniim) noktasinin ordi-
nati kagtir?

4. f(x)=kx3 +6x% -7x -2
fonksiyonunun bilkiim (déniim) noktasinin apsisi
1 oldudiuna gore, ordinat kaghir?

5. f{x)=-x% +3x2 +2x+3

6. (%)= x4 ~mx® +mx+m

7.

8.

f(x)=x> +ax? +b

fonksiyonunun déniim (biikiim) noktasinm kog fonksiyonunun biikiim (déniim) noktasi B{1,3) ol-

dinatlar nedir?? dugiuna gore, b kagtir?

3 2
P : =X +ax +bx—4
fonksiyonunun biikiim (d6niim) noktasinin ap f(x) * +

- 1 olduguna gbre, ordinati kag¢tr? egrisinin déniim noktas: A(-1, 3) olduguna gore,

a.b carpimy kagtir?

Fix) = 2% 2 _
f(x)= -2x3 +6x2 + 4x -3 (x)=-2x> +ax® —bx+4

"'denkiemiyle verilen egrinin déniim (biikiim) nok-
-tasinin apsisi —1 ve egrinin x = 1 de yerel
 ekstremumu olduguna gbre, (a,b) nedir?

fonksiyonu hangi arahkta digbiikeydir? (Guku
yénii yukar: dogrudur?)

et L Bx?
f(X)-—-X 6x 2 E f(X)=X3~3X2+4X+2
- . " . . ;u :
fonksiyonu hangi aralikta igbiikeydir? (G_Uk_. . onksiyonuna biikiim {déniim) noktasinda gizilen
yonii agad dogrudur?)

edetin edimi kagtir?

Denklemi y = x® =3x% +x+2 olan edri,
a) Hangi aralikta i¢ blikeydir?

b} Hangi aralikta dig biikeydir?-

¢) Doéniim (hiikiim) noktasi nedir?

2
Denklemi y=-x° +>—+3 olan egri,

a) Hangi aralikta ig biikeydir?

b) Hangi arahkta cis bitkeydir?

c) Doniim (biikiim) noktasinin apsisi kagtr?

Denklemi y =~ m% ~1 olan egt,

a) Hangi aralikta ic biikeydir?
b) Mangi aralikta dig biikeydir?

¢) Doéntim (bitkiim) noktasimin apsisleri kagtir?
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Ay

3.
/a
/ 12\ /6
i} R, .

Yukarida grafigi verilen f fonksiyonunun gukuriugu
x = 2 apsisli noktada y6n dedismekiedir.

Buna gore, (— 0, ©) aralifinda tarumls f fonksi-
yonu icin agsa@idaki sorulars cevaplayimz.

8. ffonksiyonunun yerel maksimum noktasinn
apsisi kagir?

9. ffonksiyonunun yerel minimum nokiasinn apsisi
kactir?

10. f fonksiyonunun yerel maksimum dedieri kagtir?

11. f fonksiyonunun artan oldugu en genis aralik
nedir?

12. f fonksiyonun azalan oldudiu en genis arahk ne-
dir?

13. T fonksiyonunun Bitkiim noktasinin apsisi kagir?

14. f fonksiyonu hangi aralkia ighiikeydir?

15.

16.

17.

18.

AY(3)>0

AY

VAN
-1&!23 5\

“yukarida her noktada tirevienebilen f fonksiyonunun
pirinci tirevinin (f' niin} grafigi verilmigtr. -

\y
; ()
AN, /.

772 2:'155 [

Yukarida grafigi verilen f fonksiyonunun gukurlij
X = 4 apsisli noktada yon dedismektedir, o

i : Agagidaki sorular bu grafifje gore cevaplaymiz.
Buna gbre, (~ @, «) arahginda tammh f fonk

yonu igin agafidaki sorular cevaplayiniz, fonksiyonunun verel maksimum noktalarninin

-apsisleri toplam kagtir?
Asagidakilerden hangisi yanlistir?

C)f"(1)<0
EYfY(9)>0 '

BYf'(2)=0
Dyf"(B) <0
f fonksiyonunun yerel minimum noktasinin apsisi
- kagtir?

Agadidakilerden hangisi yanhgtir? - Ama olsun. Yine de bakin siz.®

. Bir fonksivonun 1. tilrevinin grafigine gizilen te-
. getin edimi 2. tiirevi verir. Dolayisiyla 1. tiirevin
*: fonksiyonunun artan oldugu araliklarda ikinei tii-
: rev pozitif, azalan oldugu yerlerde ise negatiftir,

A)(5) =0 B)f'(=2)=0
D) f"4) =0

c}f"(r);b
E}f(B)<0

 f fonksivonunun biikiim noktalarinm apsisleri
: kagt:r’_?

Asadudaldlerden hangisi dogruduy? .
; « f fonksiyonun artan oldufju en genig aralik nedir?

AYH(=-2y=1(7) B) f {8) > {(10}; 3

CYFY0) < f"(2)

E) f(~3).£%(3) > 0

D) F(1)F(2) >

f fonksiyonun azalan oldugu en genis aralik ne-
dir?

f fonksiyonunun igbiikey (cukurlugu asagr} oldu-

Agagidakilerden hangisi dogrudur? _9u en genig aralik nedir?

A)T'(3) < (4) B)1'(8) <16)

CyfGy=1"(4} D) f"(2)1.52) >4

ffonksiyonunun digbiikey (gukurlugu yukart)

E) f'('] ),f ”(1) >0 0|du§u en geni§ aralik nedir?

Sunu da bilseniz hig fena clmaz.@ Biraz ayrint gergi.

/ﬂ1:§ AN

y = i(x}

Yukarida her noktada tiirevlenebilen f fonksiyonu-
nun gukuriudu x = 3 ve X = B apsisli noktalarda yon
degistirmektedir.

Buna gére, f fonksiyonu igin agagidakilerden
hangisi vanhistir?

A) — =« < x < 3 aralifmda igblkeydir.

B) x = 3 te bilkim noktasi vardir.
C)3<x<8arahfinda f"(x)> 0 dir.

D) 8 < x < = arahdinda digblikeydir.

E}f"(8) > £ (1) dir.

¥4 (%)

/2 > X
4

/]

Yukarida her noktada tirevil f fonksiyonunun ikinci
tiirevinin grafigi verilmigtir.

Buna gbre, f fonksiyonu icin agagidakilerden
hangisi dogrudur?

A) 2 < x < = aralifinda azalandir.

B} (-, =} aralifinda artandir.

C) (=, 2) aralifinda artandir.

D} x = 2 de déndm (blkiim) noktasi vardir.
E) (-, =) aralifinda dighikeydir.
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Yukarida her noktada tlrevienebilen f fonksiyonu-
nun biring tirevinin {f ' niin) grafigi veriimigtir.

Buna gére, f fonksiyonu igin agsafidakilerden
hangisi yanhstir?

A) - = <x < 1aralifinda digsbikeydir.

B) x = 7 de bliklim noktas! vardir.

C) 3 < x < 7 aralifinda ig bikeydir.

D) -~ 2 < x < 3 aralidinda ig blkeydir,

EYf"(1) > f"(2) dir.

yA

ANFAN
AU

y=£{x

Sekilde f fonksiyonunun tirevinia {f ' nin) grafidi
verilmistir.

Buna gbre, f fonksiyonu igin agagidaki ifadeler-
den hangileri yanhgtir?

A) -6 < x < —1 arabfinda artandir
B) x = 5 te ekstremumu vardir.

C) — 1 < x < 5 aralifinda azalandir.
D) — 1= x < 5 araiifinda digbiikeydir.
E) 7 < x < =« arahinda ighiikeydir

q2.

13.

AN PANN
/PN

Sekilde f fonksiyonunun tirevinin (f* niin) grafi
veriimistir.

y=1{x)

Buna gdre, f fonksiyanu igin agagidaki ifadele
den hangileri dogrudur? '

A) - 3 < x <2 aralifinda digblkeydir.
B} x = 7 de ekstremumu vardir.

C) 2 < x < 7 arahifinda ig bitkeydir.

D} 5 < x < 9 araliginda ig biikeydir.

E) ~ « < x < - 3 aralifinda dighlikeydir.

AN,
/7NN

y=f0)
Yukarida her noktada tiirevienebilen ffonksiy_dn
nun ikincl tdrevinin {f " nlin} grafigi verilmisgtir. -

Buna gére, agagidakilerden hangisi do§rudu

A}~ 5 < x <~ 1 araiiinda icbikeydir.
B) x = — 3 te bir bikim noktas) vardir.
C) x = 6 da bir bikm{dénlim} noktas! vardsl_’
D) - = <x < - 5 araliginda igbiikeydir. '
E) x = 2 de bir bikiim noktasi vardir,
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Limit Sorularinda Térevin Kullaniimasi

Bunu kesinlikle cok seveceksiniz®
Clnkii daha &nce bir siirli zaman harcayarak ¢dz-

diginiiz® bazi gicik limit sorularin simdi acayip
kolay bir sekilde ¢zeceksiniz. Ama bagtan sdyle-

© yeyim. Tlrev aima kurallarini biliyor olman:z 1azim.

Tirev alma kurallarini bilmiyorsanez (izgiinim.

{.’Hospital Kurah (Lopital diye okuyun.@)
Dayanamayip sdylicem. @ Bir kerem bu adam! bu
kurali calmis. by bir,

Simdi "Nereden biliyorsun ki?” diyeceksiniz.
Ees... Arastirdik herhalde®

Ashnda bu kural Jokn Bernoili denen adama ait-
mig. Adameaz kurali bulmus ama nimetini
L'Hospital amca yemis. Bagka seyler yiyip yemedi-
§ini biimiyorum.© Bu da ki@

Neyse o kismi bog verin. Sizi ilgilendiren kismina
geleyim.

Diyelim ki limiti hesaptarken x e deder verdiniz. Ve

bir de bakiiniz ki sonug -g-veya %2— gikiyor. Bu du-

rumda yapmaniz gereken payin tlirevini ayni, pay-
danin tirevini de ayrt almak ve x yerine deferini
tekrardan yazmak. Sonug kag ise limit degeride o
dur.

Bu kurala L’Hospital kuralt denir. Ve acayip fayda-
i bir kural.© Géreceksiniz.&

Eder belirsizlik devam ederse problem dedil. Siz de
kural uygulamaya devam edersiniz.

Ama unutmayin ki bu kural sadece g« ve ”3?“

belirsizligi varsa kullanihir. Yoksa kafaniza gbre
her soruda kullanamazsiniz. Bilginiz olsun©

Bir kez daha soyleyeyim. Bu kural: uygularken
payin titrevini ayri, paydanin téirevini ayr ala-
caksimz, Anladiniz mi?

Anlamadiysaniz bir daha okuyun®

Yine anlamadiysaniz bi daha.©

Ve litfen kurall uygulamadan énece soruda

: Q w0

gve— belirsizligi oldugundan da emin olun.

Bir drnek ¢dzersem anlattiklarimi daha iyi anlaya-

. caksinz©

Ornek Soru
i x3 4+ x%..2
P x2 X

limitinin degeri kagtir?

Gozelm®

Limit sorulanint gdzerken yapacaginiz ik seyi hatirla-
ymn. x yerine verilen degeri yaziyorduk.

Yazalim bakahm,

im Xex2-2 15412-2 0

x->1 x?-x 129 0

Sonug %glkmca daha Once garpanlara ayirma yén-

temlerini ve miithis cebirsel yeteneklerinizi kullanip
bu belirsizlik olaymt halletmeve caiisivordunuz.

Yine deneyin bakalim.

Yemiyor di mi?

{ste L' Hospital kural bu stkintill durumdan kurtulmak
igin kulanihyor.

Kurali az 6nce anlatmaya galishm. Ama isterseniz

tekrardan hatirlayin. Kural suydu; soruda —8- ve 2
]

belirsizligi varsa payin ve paydanin ayrt ayn tlrevini
alip x e tekrardan degerini veriyorduk.
Alip da verelim bakahim kag gilayor?

fim X3 e x? 2 5x4+2x=5.14+2.1x7

x -1 xzux mxm«)1 2% -1 2.1-1

Iste sonucu bulmug olduk.

Simdi anlad:niz mi hangi limit sorularinda L'Hospital
kural kultarldiden ?

_ X2ex-B
lim e
X3 xzmg

limitinin dederi kactir?

: x° -8
L
X-+2 %% -0x+14

limitinin degeri kagtir?
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3
. X" +5x-6

3. im
% 1 Xz-X

limitinin dederi kagtir?

3 2 3
4. lim a’ -2ab+b
a=rb 42 ap

limitinin degeri kagtir?

10 5

. X —-xX -2

5, 1§ Qe ————
x> xS

limitinin degeri kagtir?

3
6. lim X +Sx+4

x->-1 5% _x-2

Hmitinin degeri kagiur?

10,

i+1
. }(3
lim —
x-2=1 ¥ 4 x

limitinin degeri kaghir?

1
lim
%1 X1
limitinin degeri kagtir?

Vx4
fim
x84 Jx -8

limitinin degeri kaghir?

im VX+3-2
x—=>1  fx—1

limitinin degeri kagtir?

- TUREVIN UYGULAMALARI

{imitinin dederi kactr?

. In x
lim

% -1 .J;—‘]

. limitinin degeri kagtir?

limitinin degeri kagtir?

1-Jx

m
x-1 Inx

limitinin degeri kagtir?

. xinx
HM s
xm>‘§.fx2 —1

limitinin dederi kagtir?

fim In{x-1)

X—)Z,,‘x2_4

limitinin degeri kagtir?

. In{cosx)
([T P v
x=0 x? gy

limitinin degeri kagtir?

limitinin de@eri kactir?
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9. im PN
% >0 1mex

limitinin degeri kactir?

X

. e -
10. lim
x-1 Inx

fimitinin degeri kactir?

X+ arcsinx
11. im  —e—
X -> 0 tanx
limitinin degeri kagtu?
2cosx ~1
12. lim  ———e
T tanx - J3

3

limitinin degderi nedir?

1
sin? x — 5
13. im —srdx
—F

limitinin degeri kactir?

14, lim 30X
% -1 X1

limitinin degeri kagtir?

. - $in3x
15. fim =X
<l 4sin“x -1

{imitinin degeri kagtir?

14 8in3x

i) e 0T
ST sin2x + cosx
2

16.

X

limitinin dederi kagtir?

MAN TUREVIN UYGULAMALARI

—1+ cos 21X
x4 * -1

limitinin degeri kagtir?

' 1 CcOS X
lim ——
x>0 X

limitinin degeri kactir?

- Jx —cos(2nx)
x> 1 X -

limitinin degeri kagtir?

limitinin degeri kagtir?

x2 +2x
x -» 0 arctanx

limitinin degeri kagtir?

. X+ sindx
8. Him e
X0 5%

limitinin degeri kactir?

2% +sindx
7. Hm ———
x>0 X+ fan2x

limitinin degeri kactir?

8. fim

1- 008X
Xx—07* X

limitinin degeri kagur?
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9. lim sin(x ~ 1}
X3 1 x2 -

fimitinin degeri kagtir?

tan(x? - 4)

10. im "
x>2  x* 16

limitinin dederi kagtir?

i1 i sm{zzx—ﬁ)
x> 3 ¥t -9
limitinin degeri kagtir?
2 _1gp2
12, 16x= —16c

4 e
c—x 4sin(x~c)

limitinin dedert kagtir?

. Bx3-gy?
13. ytinx sin(2x - 2y)

timitinin degeri kagtir?

tan§—

: i
14. « lim 3

n - 0

n

limitinin degeri kagtir?

singfﬂ

15. lim
3 n|—>m 8

n

Hmitinin degeri kagtir?

tan(—6—1)
18. lim ——2X+ 0
X ~3 2

x 1

Hmifinin dederi kagtir?

‘TUREVIN UYGULAMALARI

sinm‘?l
fim
X —¥w

2% +1
imitinin dederi kagtir?

fx) = 2x% +3

Iduguna gbre,
: h-» 0

f(x) = ™ otduguna gore,

émitinin degeri kagtr?

X)=sin? x olduguna gére,

lim w

hij -
Xz x_é.

itinin degeri kagtir?

i 10 +3r3—f(3)

degeri kag-

5. {3) = 4 olduguna gbre,

£(5—2h)—
o 1(5-2n)=f(n+2)
h—1 He -1

limitinin degeri kagtir?

6. f: R — R ye her noktada tirevii bir fonksiyon ve
£'(1) = 4 oclduguna gore,

i f(1+ 3h)~f{1~ 2h)
h-30 h

limitinin degeri kagtir?

7. f(x)=x? + 3x -2 oldugura gére,

im f(h+1)~f(1-2h)
h - @ h

limitinin degeri kagtir?

8. f(x) = 2x% +x 1 olduguna gore,

im fh+9-f(1-3n)
b0 h

limitinin degeri kagtir?
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9. 7 Tlrevilenehilir bir f: R — R fonksiyonu igin

f'(x) = 2x2 +1
f(3)=6
, - )~ NPT _—
olduguna gore, lim limitinin degeri
x—=3 X-3

kagtir?

L'hospital kuralin uygutadiniz amé belirsizligi gide-
remediniz diyelim. Ne yapacakiiniz?
Ayni kurall bir kez daha uygulayacaktiniz degil mi?

10 im X3 +x2 ~5x+3
x -1 %3 +2%% ~Tx+4

limitinin degeri kagtir?

11. im (G0 X)
X Q x2

limitinin degeri kagtir?

12 Jim COS2X —~CO8 X
X2 0 x2

limitinin degeri kagtir?

2 N
. X+ x-8inx
93. [ P
x=0 1-C0s8Xx

limitinin defieri kagtir?

. 1-cos2x
14, lim —
x>0 SN X

{imitinin degeri kagtir?

15, lim1 cos(::}+‘l
X . HA _1
)

limitinin dederi kactir?

. H
X.81n (—2— X] -1
16. m ——
x—>1 X -1

limitinin degeri kagtir?
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FONKSIYON GRAFIKLERI

Fonksiyonlanin grafigini gizebilmek dnemli. Fakat

gizemeseniz bile test sorularinda kuralt verilen bir
" fonksiyonun grafidini veya grafidi verilen bir fonk-
* siyonun denklemini siklar irdeleyerek bulabilirsi-

Biitiin grafikleri gizmenizin bir &lemi yok. ©
il olarak;

~ polinom Fonksiyonlanin Grafikleri
: ‘f(x)wx2 -3x-4
i)y = —2(x = 3)% (x +1)

+ gibi fonksiyonlarin (polinom fonksiyonlarin} grafikle-
* riyle Hlgili soruiarda,

« Eksenleri kesim noktalarina balun.

» X eksenine teget olup oimadifina bakn,

» Eger cok gerekliyse® fonksiyonun artan, azalan ol
. dugu araliklar, yerel ekstremum noktatar ve bikiim
+ rioktalarini bulun. (Codu zaman buna gerek bile ol-
= madifin géreceksiniz.}

Hatirlaym.

. Eksenleri kesim noktalan biitiin fonksiyoniar igin
- aym gekilde bulunuyordu.

% = 0 igin fonksiyonun y eksenini kesim nokiasi,
: y = f(x) = 0 igin de x eksenini kesim noktalar bu-
“lunuyordes,

Su x eksenine teget olma olayin da izah edeyim.
= Fonksiyon grafikleriyle Hgill test sorularinda (8zellikle
polinom fonksiyonlar) x eksenini kesim noktalarini

Su yazdigima bakin.@

y = (x - a)(x - b)?

/

x=adakeser x=bdeieget

Bunu grafik (izerinde de temsili olarak gbstereyim.
Meselad bunun grafigi sdyle olabiir.

yﬂ

Aslmda buradaki biitln olaysn 6zeti sunda var®

_ piz. Zaten size de bu 14z1m.© Onun igin bog verin.

bulmak iginizi acayip kolaylagtiracak. Géreceksiniz®.

2

y = {X + 1){x —1)2(x - 2)3 gibi bir fonksiyonun gra-
fi§i y eksenini x = 0 i¢in y = -8 cldugundan (0,~ 8)
noktasinda keser.
x eksenini ise y = 0 igin x = — 1 de keser.

. x = 1 de x eksenine teget

x = 2 de bilkiim nok. vardur.
Bu egrinin grafigi taslak olarak su sekilde olabilir.

ya f(x)

L/

-1y O

-8

Test sorulanini gdzerken sadece bunlar bilmek bile
yeterli.
Var mi bi zorlugu?

. Agagidaki fonksiyonlarin y eksenini kesim nokia-

farinun ordinatlan kagtar?
a) y=x%-2x-8
b) y = —2(1—xY(x+1)

¢) y=x> - x% —dx+4

Agagdaki fonksivonlarn x eksenini kesim nokta-
farimn apsisleri kagtir?

a) y=x2ox-2
b) y=—2Ax—3)2(x—1)

g) y=(x-1P(x+2)%(x~4)
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3.

Asagidaki fonksiyonlarin eksenleri kesim nokta-
lari nedir?

a) y=(x+1){x=-2)
by y = —2x%(3 - x)°
¢) y= (xz —-9){x+2)

o3

d) y=— {x ;)1)(x +4)

$ekilde grafigi verilen fonksiyon agagidakilerden
hangisidir?

Ay y=(x+1)(x-4)?
B) y=(x-1)%(x~4)

C} y=(x~1)(x~4)?

D) y= 2 (x=12(x=4)

E) y = (x-1}x-4)

Sekilde grafigi verilen fonksiyon asa{;!dak'ilerd

hangisidir?
1 2
Al y= 5(x—1)(x—2)

B) y={(x-1*(x~2)

C) y=(x+1°%(x~2)
D) ymfﬁl(x~i~1)2(x-4)

E) y=(x+1)%{2~x)

Sekilde grafigi verilen fonksiyon agaéldaf{ile

hangisidir?

A) yx(xsz)(st)

TUREVIN UYGULAWMALAR]

L

3 5 5 > X
-1

ekilde grafigi verilen fonksiyon agafidakilerden
. hangisidir?

_=_A) y = (x=3)(x + N2 (x+2)
B vﬁ%(x2+x—6)(x+1)2
¢) ymfgi{X—1)2(x+3){x~z)
D) yt%(x2+x~6)(x+1)2

y:%i(x‘? +xn6)(xm1)2

-1 Oi 1

Sekilde grafigi verilen fonksiyon agaidakilerden
hangisidir?

A) y==2(x? 1)

B) y=(x-10*{x+%

C) y= 2(x2 -1)(x-2)
D) y = 2(x2 4)2

E) y=—4( -1

SN \ X
Sekilde grafigt verilen f(x) fonksiyonu agagidaki-
lerden hangisidir?

AYF(x) = (x2 = (x + 3)
2,
B)f(x) = Z(x* - N(x - 3)
C 2 2
) 1) = (1 - x*)(x +3)
D) f(x) = (x% = (x +1)

E) f(x) = %(x‘? - TH{x + 8)
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vh

4 )
2 \ / N
/ of 1IN_/2 X

Sekilde grafigi verilen f(x) fonksiyonu agadidaki-
lerden hangisidir?

AY(x) = (6 ~1)(x ~ 2)
B)f{x} = (x* = )*(x - 2)
CH(X) = (x* — 4)(x 1)
DYf(x) = (x* —1)(x — 4)

E) f(x) = (x? — 2)(x% ~1)

f{x)m%l(x+2)2{xv~1)

fonksiyonunun grafigi agag:dakilerden hangisi
olabilir?

= 2= +2)

fonksiyonunun grafigi asa@idakilerden hangi
dir? S

A) B)

C) D)

f(x)=2(x—1° (x +2)

fonksiyonunun grafigi agagidakilerden hangi
olabilir? '

A) B)

TUREVIN UYGULAMALARI

y = o x~22(x+3)

‘ fonksiyonunun grafigi agagidakilerden hangisi-

dir?

N
/
s
L~

AY
YA
ol 1 3\ > X

Hina gbre, a + b + k toplami kagtir?

2 o| 2\_/4 i

Yukaride y = k(x +a)? (x—b)(x— ¢} fonksiyonunun
grafigi verilmigtir.

Buna gbre, a + b + ¢ toplami kagtir?

Y&

A
/NS
2 0 1\/3 =X

Yukarnida y = (x ~ a}{x -~ b ){x 4+ c)? fonksiyonunun
grafigi veriimistir,

Buna gore, a + b + ¢ toplam kaghir?

$u ana kadar gbrdigiiniiz gibi tlrev bilgisi hig kul-
lanmadik. Ama tiirev bilgisine ihtiyag duyulan sorular
da olabilir.

Titrev bilgisi fonksiyon grafiklerinde yerel ekstremum
nokialan (tepecik ve gukurcuklary) bulurken bir de
blikiim noktasini bulurken lazim ofabilir, Ama genel-

likle test sorularmin gogunda tlirev bilgisine gerek
kalmaz. -



N2
006

TUREVIN UYGULAMALARI

TUREVIN UYGULAMALARI

L}

&

Rasyonel Fonksiyonlarm Grafigi

2x - 4 X2 )
= - | fonksiyonlarin
o y o gibi rasyonel fo v
grafigliyle ilgili test sorulanini gézerken de isinize ya-
rayacak bir iki sey var. Ve sorutan dodru gbzmek igin

bunlar yeterli.

Eksenleri kesim noktalarina bakin.

x = 0 igin y eksenini, y = 0 igin de x eksenini kesim
noktalart bulunur,
Genel olarak ifade edeyim.

X = a da keser X = b de teget
e
_ (- a)x-b)

Qx)

Yani, payin tek katl koklerinde egri x eksenini
kesiyor, ¢ift kath kbklerinde ise x eksenine teget
oluyor. Buras| énemli iste.

Asimptotlar bulun,

Asimptot olay: sizin igin yeni bir kavram. Ama sikinti
efmenize gerek yok. Giinkil zor bi sey degil.
Asimptot, fonksiyon grafigine sonsuzda tedet olan
dogrudur. (ya da egri) Rasyonel fonksiyeniarda olur,
Palinom fonksiyonlarda bivie bi sey yoktu.@

Dilgey asimpiot
P(x} ve Q(x) sadelegmeyen iki fonksiyon olmak fize-

re, f(x)}= g—({-;% fonksiyonunda Q{x) = 0 esitlidini sag-
layan x dederlerinde dligey asimptot vardir.
Ornegin,
2
x? -4
W= G Hx T

fonksiyonunin diisey asimpiotlar payday: sifir yapan
X =1 ve x = -3 dogrulandir. Asimptotlar grafikte ke-
sikli gizgiyle gosterilir.

Nasil diye merek ediyorsaniz agagi bakin.©

Ayrica 6nemli bir husus da su:

Edri paydanin ¢ift Katl: (tam kare) kdklerinde BAGA,
tek kath kdkierinde KELEBEK olugturur. Bakalim siz
de baca ve kelebegi gdrebilecek misiniz?@

Genel olarak : Asaindaki fonksiyonlann diigey asimpiotiann:
__PX ~ pulunuz.
(x-a)x- b Pt
\, ca =57
- = X 41
x=adaKELEBEK X=bde BACA b) 7(x) = 5
: (x—2)(x+3)

Fonksiyonunun grafigi taslak olarak (yani, oy[e5|
leersem) soyle olabilir.

2

(x3 +1)(x2+1)

¢) flx) =

a
ag/ot

Burada suna dikkat edin. Sekildeki egri de kelebsk
olan asimptotta yani x = a da egri asimptotun sagr
da ve solunda birinde agad| digerinde yukar: gid
Baca olan asimptotta ise hem saf hem de solda va
asagd| ya da yukan gider. Bu dedikierimi Ustieki sek
de gbrin isterseniz.

Asagidaki fonksiyonlarin yatay ve diigey asimp-

by 4x +1
a —
Ornedin, x-2
~ w2 — 3y h)ymsﬁ—x 1
{(x* ~1)(x -2y 2%% -8

e . 2 N 3x —1
Egrisinin dlisey asimptotlart x“ ~1=0danx=1ilg ) Y= )2
x = — 1 (Bunlarda kelebek var.) dodrulariyia : (x+2)
(x~2)? =0 dan x = 2 dogrusudur. (Burada baca x® +1

Cinkii tam kare ifade)
Rasyonel fonksiyontanin grafiiiyle ilgili test sorui
gbzerken bu kelebek ve baca olay! gook gok dne
Géreceksiniz. @

Yatay Asimptot
Px)
Qafxy
runkinden kiigilk ya da esit olursa egrinin bir de yat
asimptotu olur. Yatay asimptot X — w igin {imit {ie
neyse ona egittir.
Yani, y =

f(x) =

nun yatay asimptotudur.
Ornek verince daha iy anlayacaksiniz.

fonksiyonunda payin derecesi payd

lim f(x)=a isey=a dogrusu fonks
Ko F 00

¥4 i
a &

_{m 2)x 1

]

2x -3

kesehbilir.

: grisinin yatay asimptotu y = 3 dogrusu olduguna
‘gore, m kaghir?

o.\

3x 41
T ox-2

egrisinin asimptotlarinin kesim noktasinin koor-
dinatlan nedir?

3x—8

YRS

egrisinin asimptotlaninin kesim noktasinin koor-
dinatlari nedir?

mmxm1
T onx-2

egrisinin asimptotlarinin kesim noktasinin
kordinatlart (2, 3) olduguna gére, m + n toplami
kagtu?

Su da lazim olabilir. Akhimzda olsun.

= BXHD imindeki fonksiyonlarin asimptotiari-
cx+d
nin kesim noktast egrinin simetri merkezidir.
ax 2 i
= bx + 1

edrisinin simetri merkezi (1, —3) olduguna gore,
a.b garpim kagtir?
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Egik ve Egri Asimptotiar . e _2x+3 ' s x2-4
Y= 3 x—2 ) y= X —1
Cok lazim: olmayacak belki. Ama yine de bilmek ge- . ve s . . .
rekiyor.© egrisinin asimptotlarinin kesim noktasinm kog egrisinin grafigi asadidakilerden hangisidir? fonksiyonunun grafigi agagidakilerden hangisi-
P(x) dinatiar nedir? dir?
f(x) = B fonksiyonunda payin derecesi paydanin B)

derecesinden 1 fazia ise edik, 2 veya daha fazla faz-
12®© ise edri asimptot vardsr.

Efjik ya da edri fark etmiyor. lkisi de ayni sekilde bu-
lunur. Egik veya edri asimpiotu bulurken payi payda-
ya bélin. (polinom béimesijve bdlim sonucunu bu-
lun. Diyelim ki bolim sonucu B(x) oisun. Bu durumda
y = B(x} edik (edri} asimptottur,

S

gl )

:
N

Ornek Soru

X242

T A " 02
egrisinin egdik asimptotunun denklemi nedir? ‘ TN+

egrisinin asimptotarinin kesim noktasinin ordina.
GCozelim®@ t kagtir? =

Egdik veya edri asimptotu bulurken pay paydaya bdil-
nir. Bolin bakalim.

Béldiniz ma?

Baliim sonucu X + 1 i buldunuz mu?

Bulduysaniz bu isi hallettiniz demektir.

Demek ki y = x + 1 dogrusu bu egrinin edik asimptotu
oluyar,

Anlagiidi mi simdi?

__2x~4
Y=

- efrisinin grafigi asafdakilerden hangisidir?

8. Asagudaki fonksiyonlarin asimptotiarini bulunuz.

C B
10. y=% _‘1"‘ )
x? 41 R
AY=T3 fonksiyonunun asimptotlariun kesim noktasin 4 y
koordinatlan toplam: kaglir? L ) : ;
b)y»~x3+2x%1 \/
e re
Y R - L 1 N R L EEREE %. ..... ..: ........
= o~ L
VY =573 -2\1; T /2 0 *
3 4 2x7 -1
g y =T
X2

Sekilde grafigi verilen fonksiyon asafidakilerden

o helid
Olay 8zetleyelim. hangisi olabilir?

Rasyonel fonksiyonlann grafikleriyle ilgili test so
rin: ghzerken, :
Asimptotiara bakin. (Diigey asimptotta baca, ke
olayina dikkat edin.) S
Eksenleri kesim noktalarini bulun, {Payin gift ka
kitklerinde egrinin x e teget olduguna dikkat edi
Genelde gerek kalmaz. Ama gerek olursa fonks
nun artan azalan oldugu araliklar ile ekstremur
biikiim noktalarina bakin. k

2 2
X< 1 x2 -4
Ay = B)y =
E) X2 X —1

Y x2 -1 x2
Cly = D)y =

] L x? — 4 Ve

AN IR x2 44

- E =
2\ )y X% -1
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5. Y

[l
-

P Ty

-1

=
il

Sekilde grafigi verilen fonksiyonun denklemi
agagidakilerden hangisidir?

Ay =2 i)? By = a’é)‘z'
Oy -2 D)y -2
E)y = (x +21)2
X
5 .oyt '
/N

$ekilde grafigi verilen fonksiyon agagidakilerden
hangisi olabilir? :

2 2
X< -2 . X~ -4
Ay = X2 Bly =53
2 2
X*—9 X 8
Cly = Dyyom — —
by x—4 by X+ 8
2
E) tX H1

Sekilde grafigi verilen fonksiyon asaéadakiiefde
hangisidir?

T
X4 -1 X1
Ay = B) E[
YR Y=k
2 5
X< -1 X—2
C)y=—g— D) y =
W= x+1%
x+1)
?v=(55)

%2 +1
X2 2% 41

A) B)

y y A

v 1 L 1

-1 \1 X %)
C) D}

AY
/ '
: .
-

(%% 4

T

£)

TUREVIN UYGULAMALARI

YA R
1 K

Sekilde grafigi verilen fonksiyonun denklemi
agafidakilerden hangisidir?

2 X% 4x—2
e i B L ————————
AlY (x -2y Y (x -2
2 1 x2 —1
Cly = — D)y=
by < 27 VY=o
(x=7?
EE ==
) )
y= X2 +3
(x—17

edrisinin grafigi agafidakilerden hangisidir?

E
wh
n

csvsabosdusvuununen

Sekilde grafigi verilen fonksiyon agagidakilerden
hangisidir?

Ay = (;‘:)’2 B) y =[:j; ]2
0 y-(25 ]2 D) y= (:i”;;g
E) y-—-[’;_f]z

X2

fonksiyonunun grafigi agagidakilerden hangisi-
dir?
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BELIRSIZ INTEGRAL

INTEGRAL

Tirev aima kurallarini bilenter igin kotay bir konu.
Onun igin tirev alma kurallarindan unuituklarimz var-
sa tekrar hatirlayarak baglasaniz hig de fena olmaz.

'_ Kesinlikle tirevden daha kolay bir konu. Yeter ki
' adam gibi galisin.©

Turev alma igleminin tersi olan bir iglem integral al-
ma. Ya da sdvle syleyeyim.

~ Integral, tiirevi beili olan fonksiyonu bulma isle-

midir.
Burada size bi belirli bi de belirsiz integral diye iki
integralden bahsetcem.

Belirsiz integral

Integralin gekli su: I

Simdiki olayimiz bu sembole yilklenen antam. Ama
énce sunlarn bi dinleyin bakalim.

© f(x) = sinx fonksiyonunun tiirevi cosx idi dyle degil

mi? Bunu biliyorsunuz.

Simdi size "Neyin tiirevi cosx tir?” diye sorsam he-
men sinx in diyemaz misiniz?@

Eder diyebiliyorsaniz jcos X dx = sinx + ¢ oldugunu

da biliyorsunuz demektir.

‘Iste buradaki olay bu. Yani, tlirevi verilmis olan fonk-

siyonu bulma olayl.
Isterseniz bunu daha genet ifade edeyim.

f{(x) fonksiyonunun tiirevi f '(x) olsun diyelim. O
zaman tiirevi f '(x} olan fonksiyonun belirsiz
integrali f(x} tir.

Biliyorum. Anlar gibi oldunuz. Amma...®

Ornek vereyim.
f{x}=e™ in tirevi f(x)=e® oldudunu biliyorsaniz.

J.ex dx = e + ¢ sdyleyebilirsiniz

Veya f(x) = x® {in tlirevi f {x) = 3x2 oldufjunu biliyor-
saniz I3x2 dx = x°+ ¢ oldudunu da séyleyebilirsi-
iz,

Bagka bir &rnek daha vereyim,

f{x) = Inx in tirevi y'=% oldugunu biliyorsaniz.

: I %dx =Inx+c oldugunu da sdyleyebilirsiniz.

Anlagidi mi?

Biliyorum. Su dx ler ¢ ler de neyin nesi divorsunuz,
Onlari da sdyleyeyim.

Once c den bahsedeyim. Ama dnce size cok basit bir
SOry.

Asagidaki fonksiyontarin tiirevi nedir?

y=x3, y=x3+2, ymxaws, ymx3+61 -

Simdi de suna cevap verin.

Hangi fonksiyonunun tlrevi 3x° dir, ©

Biliyorum. v =x® +... gibl bir sey diyorsunuz.

Iste gérdiniz. Tlrevi 3x? clan bir sliri fonksiyon var

ve bunlarin hapsi de x° lidir. Ama ya yanndaki sa-
yi. Iste onu bilmeniz imkansiz.

Onun i¢in bilemedidiniz o sayilara ayip olmasin dive
hepsini temsilen ¢ (integral sabiti) kullamiir,

3

Dolayisiyla I 3x2dx = x* + ¢ olur ki buradaki c reel

sayisina integral sabiti divoruz. Ve b{itlin belirsiz
integrallerde muhakkak ki bir ¢ sabiti vardir. Bilginiz
olsun. Yani, ¢ siz belirsiz integral sonucu olmaz.
Gelelim dx ofayina.

Hatirlayin. Tirevde de vard.

E‘,_[giff)lm £1(x) idi. Iste buradaki dx.

X

Takip edin beni@

Bu egitlikten dIf(x}i = f '(x)dx yaziimig. Bu kadar. Ge-

risi kolay®

j d(f(x}):f f{x)dx = f(x)+¢

Simdi olay! biraz daha netlegtireyim. Aslinda sabah-
tan beri anlatmaya calighdim seyin 6zeti su.

ihte_grali

T,
J' Fi(x)dx = F(x) + ¢
P

filrevi

Naslil 6zet ama®©

Ornek Soru
I x-f(X)dx = x5 128

olduguna gore #{x} in esiti nedir?
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Cozelim® Ornegin
Esitligin sad tarafinin tirevi integral igareti lle d?< fa\ra- d (xz —x-sin x) dx = x2 ~x.sinx br.
sindaki ifadeye yani, x.f(x) e egit olacak. Onun igin dx
sag tarafin tirevini alirsamz
d

xf(x)= 5x 4 + 6x2 bulursunuz. Ve buradan da

f(x)=5x? + 6x Yielde edersiniz artk®.

Nasil amma?®

Sunu biraz daha agayim.

I d(f(x))xI f'x)dx = f(x}+c
Ornek vereyim.

jd(sin x) :jcos xdx =sinx+c
I d(xze" +2) =x%e* +c dir.

Var mi bl zorlu§u?©
Ayni mantikla sunlar yapin bakalim.

I d(x3 +5x2 +2)
Id(xz +tanx)
Jd( ;2”:‘1]

I d(x-2Inx)

j d(e" cos x)
42
[ a(x-vax-2)

j d(arcsin(x +1))

Peki, bir fonksiyonun dnce integralini sonra da tlrevi-
ni alsaniz?
Ne olacak. Ayn; fonksiyonu elde edersiniz.

™ (x-e")dx:x-e"
%J‘(x’-’ A(x)) = x2 - (x)

Sunlar da siz yapin@

9. mgwj(x-tanﬂ)dx
dx
X
70, 4 (e—]dx
dx inx

11. d% I(x2+f(2x—1))dx

2. 4 I (2"“3}&
dx X+5

Tiirev alma kuraliarini unutanlar igin. Burada [a2im
olacak olantan yazayim. Biliyorsaniz sikintt yok
gebilirsiniz® o
y=g* jse y=e®

=Inx ise y'm«l
Y X

y = sinx ise y ' = cOsX

y = cosx ise y ' = -~ sinx
y=tanxise y'=1+tan’x = =
cOs° X
o 2 1
y=colxise ¥ =-—(1+cot x):— 5
sin“X

1

1-x

y = arcsinx ise y'= >

y=arctan x ise y'= 5
14X

. BELIRSIZ INTEGRAL

If(x)dx =x% +2x2 +3x

olduguna gore, () in egiti nedir?

2%
j f(x)dx = .e2 +X

_ ofduguna gore, f{x} in esiti nedir?

}%dx:Zsmxﬂz

“olduguna gére, f(3) in egiti nadir?

J.(f(x)+ ){z)dxmx3 +2x2

lduguna gore, f'(2) degeri kagtir?

5. J(f(x)+x)dx=x4+3x2

oldufjuna gdre, f(2) degeri kagtir?

6. If(x)dx=x3 +2x+cC

olduguna gbre, f fonksiyonunun x = 1 apsisli nok-
tasindaki tegetinin egimi kagtir?

7. ()= [(x? +2x-5)ax

olduguna gore, f '(x) in esiti nedir?

8. E(x)aj(x2~6x+8)dx

olduguna gore, f fonksiyonunun x = 3 apsisii
nokiasindaki tegetinin edimi kagtir?




< BELIRSIZ INTEGRAL

9. j'xf(x)dx:sx4 +3x2

oldugjuna gbre, f fonksiyonunun yerel
ekstremum noktasinin apsisi kagtir?

10. - f(x)mf(x2+2x~5)dx

oldufiuna gbre, f fonksiyonunun doniim (bi-
kiim) noktasinin apsisi kactir?

11. ij(cosx-sinx)dx
dx

ifadesinin egiti nedir?

i2. E_I(ex +«E«,)dx
dx X

ifadesinin egiti nedir?

13. de-j(x5+2x2)dx

ifadesinin egiti nedir?

14. —dd;j(ex +Enx)dx

ifadesinin esiti nedir?

15. 41 1 4
dx 1+_x2

ifadesinin egiti nedir?

i6. f{x) mag;j(wtanz x)dx

oiduguna gobre, f ['g”) degeri kagtir?

3_|"x'ﬁdx:"
R T TR

BELIRSIZ INTEGRAL

integral Alma Kurallarn

Integral, tlrevin tersi bir islem olduguna gore, tirevi
verilen fonksiyonu tahmin ederek® bu isi halledebilir-
siniz.

Belki de en fazla kargilasacadimz kural su

o+t

4C {n= .—.1 igin')

Yani, iis artiyor ve béliim olarak geliyor.

Ix”'dx

Iex2dx

I3x5dx

j‘3x“4dx

j5ydy

f3dx

[ ox

_[3u2du

10

11

12

13.

14

15.

16.

3
———3; dx

j‘udu
. =

Bazen {is ve kdk bilgisine ihtivaciniz olabilir®

i-—_—x‘n

m
- ve Yx™ =xn olarak vazilabiliyordu. m
X

ve n yi kag veririerse siz de ona gbre yazarsiniz ar-
k@

-\ff"%“

. J‘J;dx

j- 63/x dx

. J‘de
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ol 8
17. I{%—3x3+2xm5)dx

Carpma bélme filan varsa 6nce onlar hailedin.©

18. I {x = 1){x + 1)dx

19. I(x-ﬁ)(xz —x+1)dx

20. I_x(&+ 2)dix

3
21, J’x +2dx
X

22, [ 3x+2,
Ir"

X

26. I 3dx +I2dy

27. I 3x2dx+J4y3dy

28. I 10u5duMJA6x2dx

BELIRSIZ INTEGRAL

Bir fonksiyonun tiirevi belli iken ashini (tirev alinma-
dan dnceki halini) bulmak istiyorsaniz integralini al-
maniz lazim. Omek (izerinde izah edayim.

Ornek Soru
(%) =6x + 2 oimak lizere,

f'(1)=4 ve §(0) = 2 olduguna gbre, {(1) kagtr?

Gozelim®

Fonksiyonun ikinci tirevi veriimig. Ama istenen f{1).
Yani, fonksiyonun kendisi {dz:m bize. Bunu da ancak
trevi alinmadan &nceki halini bularak yani integralini
alarak elde edebitiriz.

Peki, bulalim bakalim. Nelerle karsilasacaz.

lkinei ttrevin integrali bize birinci tlrevi verir.

I (6x +2)dx =f'(x) tir. Buradan f'(x)=3x2 +2x + ¢,

* diyebifirsiniz. Di mi?

- Buradaki c, i bulmak igin verilen f'(1) =4 esitligini
: kullanmak lazim. Zaten bagka tlrl de bulamazsi-
nz.® c, =-1i buldunuz mu?

Atk f fonksiyonurnun birinci threvini biliyorsunuz.
Ama bize § nin kendisi [3zimd1. Onun i¢in hig gen-
" meden bunun da integralini alip f nin kendisini bul-
_maniz lazim.

 Buiaiim. I(sz +2x-1) dx e x5 4 %2 —)(4—(:.2 Iste bu

- hize {&z2im olan #(x) fonksivonudur. Ama burada da bir
- ¢ olayt var. Onu da f(0) = 2 esitfigini kullanarak
bulcaz. Bulalim. ¢, =2 dir.

g'Arttk sonunda f(x) i yazabilir ve sonra da {1} | bulabi-
lirsiniz.
(x)=x3 + x2 ~x+2den (1) = 3 tir.

: Biraz uzun. Ama yapacak bagka bir sey yok®

i {Xy=4x+2
fN=2
- olduguna gire, 1(0) kagtir?

2. f'(x)=3x7 +2x +1
f(1)=7
olduguna gore, #{0) kagtr?

3. ffonksiyonunun grafigi A(2,8) nokiasindan gegmek-
tedir, :

(%)= 3x% 42 olduguna gore, f(1) kagtir?

4, f"(x)m:h(2 -1
f(2)=8
oldugiuna gbre, f ‘(1) kagtir?

5. fU{x)=8x+2
(1) =f(1)=6
olduguna gbre, 1(0) kagtir?
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8. f'{x)=12x
f'(1)=0
f(~1)=10
olduguna gore, f(0} kagtir?

Aslinda belirli integralin ne demek oldugunu da verip
devam edersem daha mantikl olacak. Dinleyin baka-
lsim. Kesinlikle daha mantikls ve faydall.

Integral igaretinin altina ve Ustiine say1 yazilirsa yani,
integralde sinirlar verilirse ne yapmaniz iazim? On-
dan bahsedeyim, Tabii ki rnek Uzerinde®

Ornek Soru

Iszdx belirli integralinin degeri kagtir?

Cozelim®

Bu gibi bir soruda ilk 8nce sinirlar yokmus gibl diigi-

nerek integralin esitini bulun,
vl’szdx =x2 +¢ idi. Ama burada c yi yazmayin, Ne-

denini daha sonra izah ederim@
Daha sonra da sunu yapin.

I3x2dx x3| —23 37 yani, buldugjunuz ifade-
de dnce iistteki sayiyt {ist sinin) sonra da alttakl sa-

yiyl (ait sinin) yazin ve farkini alin.
Bunu genal olarak- §oyle ifade edelim.@

_[f (x)dx f(x)l -—f(b) f(a)

Anla§|ld| ml'?
Bu kadarcik bir seyi de yaparsiniz artik®

7. j 3dx

4

-2
integralinin degeri kagtir?

2
8. } (4x -3)dx

integralinin degeri kagtir?

1

9. I(x2 ~1)dx

0
integralinin degeri kagtr?

1

10. I(6x2—2x) dx

-1
integralinin degeri kagtir?

- BELIRSIZ INTEGRAL

olduklanm dug,unerek bulabr!;rs:mz

CT-(}S2 X

dx

I(ﬂ- ta.n x)ci); .tan.x+<.:.

x' e : .
—arctanx+cw-arccotx+c

f(3e2

integralinin egiti nedir?

j(Bex +2)ax

integralinin egiti nedir?

Asagidaki integrallerin neye esit oldugunu
arilen ifadeferin hangi fonks:yonun turev; L

J' (_1 + cot .>.<)dx ;.:—..cotx + c. 5

“8FCS!HX+C—-—3FCCOSX+C L

-

integralinin egiti nedir?

J“‘(x‘? +3x)dx
X

integralinin egiti nedir?

4

J(4x+1)dx

2
integralinin degeri kagtir?

2 .
I3x+
1

integralinin degeri kagtir?

I (2cosx -sinx} dx

integralinin esiti nedir?
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LS
4

8. j(Zcosx ~sinx)dx
B

integralinin degeri kagtur?

9. I(ésinu»«(&)du

integralinin egiti nedir?

10. j(2+cosx)dx

integralinin egiti nedir?

i
f1. I(2+sinx)dx
0

integralinin degeri kagtir?

12. J(sz +23inx)dx

integralinin egiti nedir?

43. I (ex+x2)dx

integralinin egiti nedir?

14, I[e" ——i—)dx

integratinin esiti nedir?

integralinin degeri kagtir?

16. j(sz ——ngx
X

integrafinin egiti nedir?

17. j (2x_ex+1)dx

integralinin esiti nedir?

NMAN " BELIRSIZ INTEGRAL

I(Bcosx+ sinx)dx

integralinin esiti nedir?

jsin(‘%‘_ x]dx

" integralinin esiti nedir?

T .
j cos(E+ x)dx

 integralinin esgiti nedir?

ar
g
J cos(%l + x)dx
0

ntegralinin degeri kagtir?

2
inX . X
Jl(smz cOSs 2) dx

integralinin egiti nedir?

‘ 6 j‘ sin2x dx
cosSX
integralinin esgiti nedir?

7. 2X_g 2£)
I(COS 2 sin > dx

integralinin egiti nedir?

8. j 2(1 + tanzx)dx

integralinin egiti nedir?

(2+tan2 x)dx

-1
€23 Sy 5 [

integralinin degeri kagtir?

10. I(‘Hcotzx) dx

integralinin egiti nedir?
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11. I(Z—tanzx)dx

integralinin esiti nedir?

AX s X
12. j(ccs 5 sin 2)dx

integralinin esiti nedir?

13. “. (cos 5 sin 2)du

integralinin egiti nedir?

14, J‘(3x2 +G08 x)dx

integralinin egiti nedir?

15, ‘J‘(Se" -%+cosx}dx

integralinin esiti nedir?

16. Jz" In2dx

integralinin egiti nedir?

w2

J1-x2

integralinin esiti nedir?

)
3

18. J' 62
5 1-X

integralinin degeri kagtu?

dx
19. -’. 2+2x2

integralinin egiti nedir?

1

20. j 8 _ax
! 14+x2

integralinin degeri kagtir?

. BELIRSIZ INTEGRAL

1{1_1+2x2de

integralinin esgiti nedir?

I(axZ 4% de
14 x2

integralinin esiti nedir?

J‘zﬂhwxz 4
——dX
1-x2

integralinin esiti nedir?

[ (a2 Jo

f integralinin esiti nedir?

j’ J1ix?
J1-x4
ntegralinin esifi nedir?

]

7.

8.

j‘ 5dx
N4 - 4x>2

integralinin egiti nedir?

I (f'(x}-g(x)+g'(x)-f(x))dx

* integralinin egiti nedir?

j.(f(x)+xif’(x))dx

integralinin egiti nedir?

®F{x)~f(x)
9. I—————————z dx

X
integralinin esiti nedir?

10. J"f(x) X- f(x}d
£2 (%}

integralinin esgiti nedir?
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INTEGRAL ALMA YONTEMLERI

Simdiye kadar anlathifim integrallerin sonucunu ne-
yin tlrevi olduklarins kolaylikla tahmin edip bulabili-
yordunuz.€ Ama baz sorularda kligitk ayariara ge-
rek duyulabilir. Verilen ifade Gzerinde bir iki ufak de-
gisiklik yapip daha basit gérintimiil bir hale getirebili-
riz. Zaten bagka isimiz yok. Bir sekilde ¢tzcez artik@

Degisken Degigtirme Yontemi

integral alma yéntemlerinden en Gnemiisi budur. Ya-
ni, degisken degistirme yGntemidir,

Ne kadar énemii oldugunu bu yéntemi anladiginizda
daha iyt anlayacaksiniz.

Ve bir siirll yerde kullanidigina sahit olacaksiniz.
Onun igin adam gibi 8grenmek 1&zim bunu,

O TF)]™ £'(x) dx bigimindeki integrailerde

f(x) = u.dérs.e'ni.z- d(z(:)):r;f'('x} t.'en'f;('.x.)' dx'= du

* olur, Bu durumda'inte'g_r:al',_ S

e -u'n+1:: BRI :
Iu di = :4¢ bigimine gelir, -
it T T e

- Bundan sorira isé u yerine degerini yazarsiniz..

Ornek Soru

I 6x? (x3 +‘I)3dx integralinin esiti nedir?

Cozelim®@

Bu tiir sorulanin gofjunda iissti alinmts olan pa-
rantezin igine u denilerek parantez diginda du
aranir.

Bakahm.

x3 +1=u ise 3x%dx = duolur. (Unutaniar igin, fonksi-

yonun tdrevi garpi dx esitéir du idi@®)
Artik integrali u ya bagl olarak ifade edebllirsiniz, '

3 3
Iﬁxz(x3+1) dxm‘[z.(xfgj) @(;ﬁ=

4 4
3ue=2.M_ Lo U
Izu du=2 7 +C 5 +0G

5 +C

_Artik sonucu  yerine de x¥ +1 yazip

olarak bulursunuz.

j (x»1)3dx

integralinin esiti nedir?

J 2x(x2 + z)adx

integralinin egiti nedir?

I (xz - ><+1)4 (2x-1)dx

integralinin egiti nedir?

1
14. I(x+1)4dx
0

infegralinin degieri kactir?

: integralinin degeri kactir?

1

1
sz(xa +1)2 dx
0
- integralinin dederi kagtir?

1
j x-¥x2 +1dx

]

infegralinin degeri kagtir?

(Jh 2)3 dx
| =%—

_ntegraiinin egiti nedir?

f (232)2

integralinin esiti nedir?

integralinin egiti nedir?

j‘ %% dx
(x3 +2)3

integralinin egiti nedir?

J'&me

integralinin esiti nedir?




N
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9. IJSx_E dx

integralinin egiti nedir?

10. j Y(x-2)? dx

integralinin egiti nedir?

4
11. IJ2x+1dx
[

integralinin degeri kagtir?

12, Jx x% +1dx

integralinin egiti nedir?

13.

14.

15.

16.

j x-33x2 -2 dx

integralinin esiti nedir?

‘[(4x3 +1)-3 x* + x—1dx

integralinin esiti nedir?

J‘ 4x+2 4

3\4x2+x+1

integralinin esiti nedir?

Xdx
3 (xz +1)2

integralinin egiti nedir?

Tabii u diyecediniz ifade her zaman polinom tipi bir

ifade olmayabiiir. Bazen logaritmik, bazen trigono-

" metrik, bazen Gstel va da ters trigonometrik bir ifade
de olabilir. Ona gére®

J‘ cos? x-sinxdx

integralinin egiti nedir?

sinxcos? xdx

> s 03 | 2

integralinin degeri kagtir?

j cosXdx
sin?x
integralinin esiti nedir?

J COS X4/sinx dx

integralinin esiti nedir?

-3
O P €3 |

5. !coszx-sin2xdx

integralinin esiti nedir?

6. J’ SINX_ 4y
Jcosx

integralinin egitl nedir?

tanx-(1+tan2 X )dx

infegralinin deferi kagtir?

In3

8. I e"(?+e")2dx

In2
integralinin degeri kagur?
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9 (arc:ssinx)2
J1-x2

integralinin egiti nedir?

dx

10. j arctanx 4.
‘1+x2

integralinin esiti nedir?

1. J'i'i‘_:_’z_dx

integralinin egiti nedir?

a?

12. J _ox
x(Inx)?
e

integralinin degeri kagtir?

43,

18.

16.

1

2
fs(x3 +1) d(x?)
g
integralinin degeri kagtir?

j sin® xd{sinx)

integralinin egiti nedir?

cosx - sin? xdx

5 3|

integralinin degeri kagtr?

=]
I(1+lnx)3d(lnx)
/'
integralinin degeri kagtir?

NMaN. BELIRSIZ INTEGRAL

I _f_("_)ij_"_ b;glmmdekr mtegrailerde .

f(x) u dersenszf (x)dx du ofur
Bu durtmda verilen integral: .

du Inu ic oiur

“unutmaymn, *
5 Tamam mi?

Yani, paydann tirevi payda varsa bu iginizin acayip
‘derecede kolay oldudu anlamina geliyor. @

f{x)
Fix) dx

integralinin esgiti nedir?

I-‘?—dx
X

integralinin egiti nedir?

j(1+»§w)dx

Jintegralinin egiti nedir?

' _Tabu ki |s!emlenn sonunda u yerine f(x} | yazmayl'

3dx
4. ax -1

integralinin egiti nedir?

5, JQWSMESW
Ax -5

integralinin esiti nedir?

3dx
6. 4x -2

integralinin esiti nedir?

4dx
7.
2Xx+3

integralinin esiti nedir?
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3

8. WOX

X+3
0

integralinin degeri kagtir?

integralinin degeri kactir?

1
2
10. I 2. Sl
X3 441

integralinin dederi kagtur?

11. 2__2 )
f {3x o3 dx

integralinin esiti nedir?

1 2
12. J‘(XM1+X_3)CIX

integralinin egiti nedir?

3 __2
13, I(X_Q-X_de

integralinin esiti nedir?

14. {2x—-3)dx
% -3x+3

integralinin egiti nedir?

integralinin degeri kactir?

BELIRSIZ INTEGRAL

sin2xdx

2

1+8in*x

€ Cmmpminy 13 §

integralinin degeri kagtir?

J" xdx
%2 -2

integralinin egiti nedir?

J’ x2 dx
x3 .2

" integralinin esiti nedir?

J- (x2 - x}(2x - 1)dx
(xz —x)2 +3

integralinin esiti nedir?

j- x(x2+1)2dx
) 2+1) +1

integralinin degeri kagtr?

x(x2 4—2)2 dx
‘9“ (x2 +2}3 -5

integralinin egiti nedir?

J‘ COSX 4
SINX

integralinin esiti nedir?

J‘ sinx__
1 coSX

integralinin esiti nedir?




2,
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9 v[“i~{»sin2xéx
X +5in%x

integralinin esiti nedir?

sin2xdx
2

10,

14+C08* X

| 5 Ty 00 |

integralinin dederi kactir?

x
11. Iﬁ_e_dx
x+eX

integralinin esiti nedir?

12. dx
xinx

integralinin esiti nedir?

13. J‘!an.xdx :

integralinin egiti nedir?

14. J Jcotxdx

integralinin esiti nedir?

x.cos(x2 +1)dx
15, j“m____
1+ sin(x2 +1)

integralinin egiti nedir?

16. I_____QLWM
cos? x-{1+tanx)

integralinin esiti nedir?

BELIRSIZ INTEGRAL

Bu d_urtjrrada’a integral - o

IQeSX dx

integralinin egiti nedir?

I 262X+ gy

integralinin egiti nedir?

J (2x+1)-e"2” dx

integralinin esiti nedir?

J cosxedN% gx

. integralinin egiti nedir?

: j" 8™ '(x)dx bigimindeki integrallerde - -

f_.e“du =e"+ ¢ olarak bulunur. T

Ir+5
j e*dx
In2

integralinin degeri kagtir?

1
j e ~1ax
¢
integralinin degeri kagtir?

1

je&dx
! 2%

integralinin degeri kagtir?

m

AZ tanx
I = 5 dx
CO8™ X

0

integralinin degeri kagtir?
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earctanx
8. j — dx
1+ x

integralinin egiti nedir?

1
10. I(Zx—e"“}dx
0

integralinin degeri kagtir?

1

11. I 2% dx
X2

integralinin esiti nedir?

ax
12. j' 2

integralinin egiti nedir?

13, J.(ex+1)2 dx

integralinin egiti nedir?

14. I sin2xe! *SITX gy

integralinin egiti nedir?

In2
15. I ex-(e"+2)2dx
0
integralinin degeri kagtir?

1
186. I 2% +1.In2.dx
0
integralinin dederi kagtir?

BELIRSIZ iINTEGRAL

:E:(

g'().c.)')_;é'('i')d}é__.:__5___ R

(x)-c0s(1())dx = [cosud

unlari gogaltabilirsiniz tabii ki, .o

ol

(sinx — cosx)dx

integralinin dedgeri kagtir?

Isin2xdx

integralinin egiti nedir?

I {4 +sinx)dx

_Integralinin egiti nedir?

cosdxdx

O L 00 | T

infegralinin degeri kagtur?

J‘Ss.in(st)dx

integralinin egiti nedir?

j e¥ cos(e" +1)dx

integralinin esiti nedir?

I xsin(x2 +1)dx

integralinin esiti nedir?
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8. .{ 2cos{4x—1)dx

integralinin egiti nedir?

9. I-x-sin(xz ~1)dx

integralinin esiti nedir?

10. .[ (sinx - 4cos2x)dx

integralinin esiti nedir?

1. I(sianmsinx)dx

integralinin egiti nedir?

12. Ix-cos(a—.’zxz)dx

integralinin esiti nedir?

13. I(x+1)cos(x2+2x+3)dx

integralinin egiti nedir?

14. J.sin(%g-)dx

integralinin esiti nedir?

1 1
48. J'——z-—-sm(—i-)dx

X

integralinin egiti nedir?

;. BELIRSIZ INTEGRAL

cos? x

j sin(tanx) dx

integralinin egiti nedir?

J‘ sinyx dx
2Jx

integralinin egiti nedir?

cosX + 2 dx
Jx+2

integralinin esiti nedir?

cos(inx

I _____udx
X

.integralinin egiti nedir?

X

5 J' sm(ﬂlnx)dX

integralinin esgiti nedir?

6. j Siﬂ(0052 x)sm2xdx

integralinin esiti nedir?

7. J‘§2-sin3x.c053xdx

integralinin egiti nedir?

8. J‘(sinzchos2 x}dx

integralinin egiti nedir?
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m
g, Jﬂ(e‘.inxucosx)2 dx
0

integralinin degeri kagtir?

10. Icosx-(1+5inx)2dx

integralinin egiti nedir?

ki
11. Isinx-(zmcosx)3dx

m

2
integralinin degeri kagtir?

i2. j xtanx? dx

integralinin egiti nedir?

16.

Su ik soruda déntistim méniisim yok @
Biger ti¢ soru icin temel olsun dive yazdim, Son{j
soru tanx in kuvvetlerinin integraliyie ilgili. Hepsin
ayni yoniemle gdzmeye ¢aligmayin tabii,

1+tan®x Jdx
J (1+tan™)

integralinin egiti nedir?

X aresin(f() o

I tanx-(1+tan2x)dx
J' 2dx
1+x2

integralinin esiti nedir?

integralinin esiti nedir?

(tanz x+tan? x)dx

(=R

integralinin degeri kagur?

J‘ dx
1+x?
0

“integralinin dederi kagtir?

(tanx +cotx)? dx

O | o Sty |

In(fizf

ntegralinin egiti nedir?

integralinin degeri kagtir?

"ﬁ‘;_t'eg"ré!i' tér$ 't'r_igoh_omejtﬁ';@fﬁnk_s_.:iy'qn"ql'a_ri__ G

eerccos(fixlie

J’ e*dx
14+e

integralinin esiti nedir?

J’ xdx
1+ (x2 + 2)2

integralinin esiti nedir?

cos xdx
14+ sin®x
integralinin egiti nedir?

7. j‘ dx
Ji-x?

integralinin egiti nedir?
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8. —dx
1-(x-5)?

integralinin egiti nedir?

’[ ,}1—((23:4-1)2

integralinin egiti nedir?

10. J" _efdx
Hue2>(

integralinin egiti nedir?

I dx
x4/ 1-(inx)?

integralinin esiti nedir?

2

‘12, J" cos(arctanx)dx

1+ X

integralinin esiti nedir?

. dx
3. I x»(1+in2 x)

integralinin egiti nedir?

14, I——dx
x2 4 2x 42

integralinin egiti nedir?

18. 2x+1 40

x? 41

integralinin esgiti nedir?

BELIRSIZ INTEGRAL

Kismi (Pargal) integral Yéntemi

Carpim geklinde olup da dedisken dedigtirme yénte-
minin bir ise yaramadid) bazi sorularda bliyiik bir ola-
stikla su yOntem iginizi gériir. Denemekte fayda
var.@ '

Tabii ki dnce bunun ne oldugunu bilmek tazim.
Kisaca izah edeyim. Ispatina gerek yok.©

IUdv UV I vdy dur.

Ama jv du nun integrali Iudv nin integralinden

daha zor olacaksa biyle bir sikintiya girmeye de ge-
rek yok bence.©

lyi de nereden hileceksiniz bunu. Oyle dedil mi?®
Eee... Biraz da tecrlibe lazim elbette.@ Onun igin bi-
raz antrenman yaparak en azindan hangi sorularda
kullaniddigin goriin.

Bu arada, bir de neye u, neye dv diyeceksiniz?

En dnemlisi de bu zaten.

Sayleyeyim. Once u yu segeceksiniz. u yu dofiru se-

- gince gerf kalanlanin hepsine (dx ile beraber) dv de-

mek zorundasiniz zaten.

u nun se¢iminde dncelik sirasi

1) {L) Logaritmik fonksiyon (Inx, In(x+1),....)

2) (A) Ters trigonometrik fonk. {arctanx,...)

3) () Polinom fonksiyon (x, x°, (x? +1),...
4) (T} Triganometrik fonksiyon (cosx, sinx,.‘.)

- 5) {{}) Ustel fonksiyon(e".e("z),.u )

Kismi integral yéntemi dedikleri bu yontemle ¢dzllen

: sorularda logaritmik fonksiyon varsa u odur.

: Ve Uistel fonksiyon varsa bu higbir zaman u ola-
I maz.Yani lstel fonksiyona u denilmez.©

S 0k®

Tabii ki bir fonksiyonu gériince {iste! mi, logaritmik mi

- oldugunu anlarsiniz herhalde ©
O kadarini da bilin yani.@

: Ornek Soru

j(2x+1)e"dx

rintegralinin egiti nedir?

Cézelim®

e Ussil bir seyler gbrlince insan hemen lissiin tirevini
ariyor. Bakiyor ki yok. Q zaman anliyor ki bu is dyle
kolay pabug birakacak gibi dedil. Belki ondan sonra
aklina bu yontem geliyor. Yani kismi integrai yntemi.
Bu yontemin en énemli ayadi u nun secimidir. lki tir

fonksiyon var burada, Biri (istel { * ), digeri polinom
(2x + 1) fonksiyon. Ustel fonksiyona u demeyecegini-
zi hiliyorsunuz.©

O halde 2x + 1 = u ve geri kalan e*dx =dv dir.
Simdi formili: hatirlayin,

judv = UV - Ivdu idi. Bu formiildeki u ve dv v bili-

yoruz.Ama du ve v yi?

Onun igin du ve v yi bulmak lazim.

du yu bulmak kolay. u = 2x + 1 ise du = 2dx olur. (An-
ladiniz m1 bunu? Diferansiyel olayi@)

v vi bulmak biraz daha megakkatli. e*dx =dv esitli-
ginde her iki yanin integrali alinarak v bulunur.,

axdx=jdv ise e* =v olur.

L,

Gerisi bulunan dederleri formiide yerine yazmak.

udv = uvavdu

(2x-+1)erdx = (2x +1)e* —IZe"dx

(2x +1)e* ~2e* = (2x-1)e* + ¢ olarak bulup rahat-
layabilirsiniz.
Ohh beee...

Ilnxdx

integralinin esiti nedir?
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2. I In{x+1)dx

integralinin egiti nedir?

3. I(.‘%x—lnx)dx

4,

integralinin egiti nedir?

1
I In{x +3)dx

0 .

integralinin degeri kactir?

j X-Inxdx

integralinin egiti nedir?

J‘ x2 -Inxdx

integralinin egiti nedir?

Su sdyleyecedim gey iginize yarayabilir.
fP(x)-e*dx = e (P(x)~P'(x) + P"(x) - P™(X)+..

seklindedir.
Mesela

Ix3 -e%dx = e"(x3 ~3x? +6x—6)+c

Ixz .e¥dx = ¥ (x2 —2x+2)+c dir.

Bayle yaparsaniz 15 saniye. Ob(r tir( dﬁ$ﬁnﬂf
vaktiniz gok olmal@ o

BELIRSIZ INTEGRAL

1

qule"dx

0
integralinin deferi kagtir?

j (x+2)e*dx

integralinin esiti nedir?

j xZeX dx

integralinin esiti nedir?

4, I(x2+x)-ex dx

integralinin esiti nedir?

I xn(1-ex)dx

integralinin esiti nedir?

I X-CosXdx

integralinin esiti nedir?
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>

Rasyonel Fonksiyonlarin integrali
Ve Basit kesirlere Ayirma Yontemi

Onee ivi bildiginiz birkag seyi size tekrardan hatirla-
tayim.

d—uulnunw::
t

j du2 =arctanu+c
T+u

j du Iu' Ndu = ... idi.
L“l'l

Dolayisiyla rasyonel bir ifadenin integralini alirken
bakacaginiz ilk husus paydanin tiirevinin paymnda
olup olmadiichr. Eger varsa maceraya girmeye hig
gerek yok... $ip gak... Cevab| logaritmik olarak bu-
un.@ Ck.

j dx
X—-2

integralinin egiti nedir?

j 22x+“i dx
X +x~-5

integralinin egiti nedir?

1
4x
dx
I x2+5
0

integralinin degeri kactir?

2
dx
2 1 ——
10. I (x2+1 Xde 1+(3x—~2)2
1

integralinin degeri kagtir? integralinin esiti nedir?

Eder paydan:n tlirevi payinda yoksa o zaman béﬁ'a'.ﬁ

caginiz ikinci durum paydanin 1412 gibi yai{]a

J‘ dx
14+ (x2 +2X + 1)
yaztlamadigidir. E§er yaxilabiliyorsa biliyorsunuz

integralinin egiti nedir?

I d“2 = arctanu +c idi.
1+u

1. I 3 dx
14+ x?

integralinin esiti nedir?

Eder payda u" bigiminde olursa. Onu da biliyoruz.

'I(xSZF

integralinin esiti nedir?

12. I_dgz(w
1+ (x-2)?

integralinin egiti nedir?

13. I___@QL__
1+(2x-5)°

integralinin esgiti nedir?

I(z;?;F

integralinin egiti nedir?

5, J°___9.>S,~m
%2 ~2x 21

integralinin egitl nedir?

8. I__dx—
x3+3x2+3x+1

integralinin egiti nedir?

7. I__@(.M
4x2 ¢ 4x 41

integralinin egiti nedir?

8. Jaﬁ_._
x% +6x+9

integralinin egiti nedir?
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Paydanin tiirevi Ustte (payinda) yok ve payda 1+ u2 . 3x+3 .2 , 1 olmak {izere, 2%x~5 5
s . (x+2)x-1) x-1 x+2 —y— X
gibi de yazilamiyorsa... Dedikten sonra... , x2+x-2 4 J" dx
Devam edeyim. J’ G 3;)‘; 3 9% integralinin esiti nedir? integralinin egiti nedir? 3 X2+ x
X+ 2){(x -

P(x) ve Q(x) polinom fonksiyonlar olmak {izere, integralinin degeri kagtir?

I Z(():()) dx integrali hesaplarken ilk énce pay ve

paydanin derecesine hakin.

P(x) . .
I Q) dx integralinde,

Payin derecesi paydanin derecesinden kiiglik ve
payda garpanlarina ayritabiliyorsa bu tlr
integralier de basit kesirlere ayirma yéniemi kul-

lanihir.
Biliyorum...
Simdi basit kesirlere ayirmanin ne oldudunu da
agiklamak 18zim simdi© 10. J‘ X+2 4o 3
%% +x I 5X =7 4y 5 j‘3x~1 dx
Basit kesir meselesi su integralinin esiti nedir? x% - 2x-3 X1

A Ax+B

integralinin egiti nedir?
ax+b ' ax®+bx+c

integralinin degeri kagtir?
seklindeki ifadelere basit kesir denir.

Ama buradaki ax® +bx+¢ in garpaniarina aystima-
yan bir ifade olmas {&zim.

3x+1 X+2 gibi paydas; ¢arpaniarina
x?-4" x°+x-6

Ama

ayrilabilen ifadeier basit kesir dedildir, Cankil bunla-
rin paydalar ¢arpantarina ayrilabiliyor.

Sorularda karginiza nasil gelecegini de sdyleyeyim.

Asafidaki esifliklerin sol tarafindaki ifadenin integrali 11 J‘ 5 dx
soruidugunda bu rasyonel ifadelsr esitligin sag tara- x? +x-86.
findaki ifadeler gibi diglinilerek basit kesirlere aynilir, integralinin esiti nedir? 912
Sonra integralleri hesaplanir. 2x -8 6. jﬂ ErmZ dx
g (1 X 2
X2 _ 4 X< -8
2%+3 A ..B | - integralinin egiti nedir? integralinin esiti nedir?

x2+x.._2 - X+2 %=1

4 ____A . B
x2+4x+3 X+1 X+3

Bu esliliklerdeki A, B, C deferleri gerekli iglemler ya-
piiarak bulunur.

Nasi bulacaginizi da bana sormayacaksiniz degil
mi?@

Polinom esitlifiyle. Ya da...
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I g(():()) dx integralinde paym derecesi paydanin

derecesinden bilyiik veya egit ise ilk &nce pay:
paydaya boliin. _
Sonra ne yapacaginiza karar verirsiniz artik.©

7. I (éix%i)dx

integralinin egiti nedir?

2
8. J“ 2
x .

integralinin esiti nedir?

9. J'ﬁédx
X+1

integralinin esgiti nedir?

10. IZ—Xi@dx
x—1

integralinin egiti nedir?

*
11. J.;—;—z—dx

integralinin egiti nedir?

1

12. _{2"“1 dx
x+1

0
integralinin degeri kagtu?

BELIRSIZ INTEGRAL

2
J'Jmmdx
X+1

. integralinin egiti nedir?

2
Ix“ -2x dx
X1

integralinin egiti nedir?

2
J’x mx+’§dx
X2

integralinin dederi kagtir?

2
J‘ 2><2 +1 4
X°+1

integralinin egiti nedir?

! 2
X
— dx
x+1
0

integralinin degeri kactir?

2
J X ~««x+2dx
X1

integralinin egiti nedir?
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‘ 2
7. I X2 2x-4 4
X2

integralinin egiti nedir?

1

2
8. J’x +3x dx
X% +1
0

integralinin dederi kaguir?

1
2.
9. J‘M_ii dx
X+4
0

integralinin deﬁeri kagtir?

2
4x2 - 6x
. —— dx
10 J 2% +1
1
integralinin degeri kagtir?
! 3
X
———dx
1. I X2
0
integralinin degeri kagtn?
1 2
X+3 X+
2. _— dx
2. I [x +2 x+1 )
[

integralinin degeri kagtir?

BELIRSIZ INTEGRAL

integralde déniigim yapma muhabbeti

Aslinda dedisken degigtirerek ¢bzilen infegrallerde
yaptik bunu. Hatta orada neye u diyeceginize bile siz
karar vermek zorundaydiniz. Oysa burada yapacagi-
iz déndigtim bile hazir verilivor. @

Tek mesele dedisken doniislimiing yapabilmek.
Kesinlikle gok kolay®

Ama aklimizda olsun@

KoKIG ifadeleri integral altinda gérirseniz ilk iginiz ké-
kiin ortadan kalkacad basit doniisiimleri diislinmek
olmali.

Gergi sinavlarda bu tir sorularda ¢ogu kez hangi do-
niiglimi yapaca@imz: veriyorlar. Onun igin burada
yeni bir bilgive gerek yok. Ben de vermiycem zaten®
Yalmz doniigiim yaparken dx i ve siirlan (varsa
tabii ki) doniigtiirmeyi unutmayin.

. Ornek Soru

Ixz nxdx

integralinde Inx = u déniligimi yapilirsa hangi
ifade elde edilir?

Cozelim®
Hk Bnee x in esitini bulalim. Inx =u ise x = e dur.
{Matirlayin. Logaritmadan®)

dx i de bulalim. x =¢" ise dx =e"du olur,
X ve dx i integralde yerine yazip olay bitirelim. Baka-
lim neye déniigiyor.

2
j(e“) u-e¥dy = ju-eaudu eide ediliyormus.

Var mi bir zorlugu? @

sz'(x3+1)dx

integralinde X +1=u déniigliimii yapiisa hangi
ifade elde edilir?

I (sin3 x+sinx)-cosxdx

integralinde sinx = u ddnlisimil yapihirsa hangi
ifade elde edilir?

I (ez" + 1)-9" dx

integralinde u=e* déniigiimii yapilirsa hangi
ifade elde edilir?

I e dx

integralinde e” =t déniigiimil yapilirsa hangi ifa-
de elde edilir?
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5. | - I(e4x —e")dx

integralinde e* =u dbniigiimil yapihirsa hangi
ifade elde edilir?

6. j‘%-(inxnﬂz x)dx

integralinde Inx = u dénligiimil yapilirsa hangi
ifade elde edilir?

N
v I X‘(T—anz x) o

integralinde {nx = u déniigiimil yapihrsa hangi
ifade elde edilir?

J° 2c0sX
sinx+sin
integralinde sinx = t doniigimi yapilirsa héng
ifade elde edilir? -

j(cosxmsinx)dx

‘integralinde t =7 -x déniiglimii yapilirsa hangi
ifade elde edilir? 3

dx I(x+ x+2)dx

2x

integralinde Jx+2 =u déniisimii yapihirsa hangi
ifade clde edilir?

er; dx

_integralinde X = t? déniisiimi yapilirsa hangi ifa-
“de elde edilir?

Isin(arccos X)dx
. . PP IM—XZ dx
integralinde ¢ = arccosx doniigiimii yapilirsa. .
hangi ifade elde edilir? v

_integralinde x = sint doniiglimil yapiirsa hangi
" ifade elde edilir?

jxuig—x2 dx

integralinde 3 = 3sint ddniislimil yapilirsa hangi
ifade elde edilir?

dex
1-x2

integralinde x = sint déniigiimii yapihrsa hangi
ifade elde edilir?

Iv4+x2 dx

integralinde x = Ztant doniigiimii yaptlirsa hangi
integral elde edilir?
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, ] .
7. I dx 10, I dx
J1+x2 v1-x

Integralinde tant = x déniisiimii yapilirsa hangi integralinde x =1-u? déniisiimii yapilirsa haine

ifade elde edilir? ifade elde editir? CUE
g & dx 11. 3(_}.....__, de

' 1+4x ¥x-1 -
N . I Y v R
integralinde u= J; doniigiimli yapilirsa hangi integralinde x -1=u" donislimil yapilirsa ha.n.

) -
ifade elde edilir? ifade elde edilir

9 IVX_+1dX 12 J“v‘x+1+3\/x+1 dx
. : 8
X . 1+ ¥x+1

integralinde X+1=u? donigiimii yapilirsa hangi integralinde x+1=u® danggamﬁ yapilirsa han
ifade elde edilir? ifade elde edilir? N
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Bu son konu. Arttk ANTRENMANLARLA MATEMA-
TIK yolculugunun sonuna geldik.®

Bu sette elbette Ki size l1azim olan konulan vermeye
caligtim. Ama daha gok dzgiiven ve cesaret vermeye
gahigtim. Ve 1srarla sunu vurguladim. Kararh ve sa-
birh bir gekilde planl: ve programh galigirsaniz
kesinlikle bagarabilirsiniz. Unutmaym ki matematigi
gok iyi olanlar digerlerinden ayiran en dnemili fark
sabirli ve planii galismis olmalandir, Yoksa zekalar
filan degil.

Isteyin. Basarili olmay: isteyin. Ve unutmayin ki gii-
zel bir geyi israrla isterseniz ona enindse sonunda
ulagirstniz, Clnkld O “"Vermek istemeseydi (bize)
istemek {duygusunu) vermezdi.” Demek ki vermek
jstiyor®

Nevyse... Konuya baglayalim@

Asiinda daha énce belirli (sirurh) integralin ne oldu-
fundan bahsetiim. Ama yine fade edeyim. Belirli
integraiin ne oldugundan kastim swirlar: olan
integral. Belirsiz integral olayini halledenler igin belir-
fisi daha kolay. Belirii integralin de &zellikieri filan var.
Fakat iginizi zorlagtiracak cinsten degi kesinlikle.
Soguk tamimlarn gok sevmediginizi de biliyorum. Ama
klgiciik bir tanim yapalim vine. Ne dersiniz?

{a,b) aralifindaki biitlin x degerieri igin
b

jf'{x)dx =f{x)+c ise, If‘(x)dx ifadesine f'(x) fork-
a

siyonunun a dan b ye kadar belirli integrali denir ve

'if.'f'(x)dxe. f(x) :'e-'f'(b)'—f(a)'d;r.

“ lste. By integral hesabinm birinci kuralidir. Bagka bir
- $ey de yok aslinda.

Yani, belirli integral sorularinda ilk énce belirsiz
integrali bulun, sonra buldugunuz fonksiyonda

: list siur degerini yerine yazarak elde ettiginiz de-
- Gerden, alt sinir dederini yerine yazarak bulaca-
. @imiz dederi cikarin. Tamam mi?@

Bazi 6zel sorular haric ama®

O zaman sunu anlamis olmaniz 1azim, Eger belirsiz
integrali hatlettiyseniz burada bir problem yagamaya-
caksiniz. Ama halledememigseniz sikinti kagirl-
maz.@

Bir de, belirli integralde ¢ sabiti sadelesecedinden
hunu yazmaya gerek yok. Bilginiz olsun.

Otayin derinliklerine dalmadan su soruma cevap ve-
rin bakalim.

2
j 2x dx integralinin degeri ile
0
gekildeki y = 2x ve x = 2 dog-
rular ile Ox ekseni arasindaki
aian esit midir?

Peki diyelim ki egit ¢kt

Oyleyse her fonksiyon igin béyle bir durum s6z konu-
su mudur?

Var mi bir fikriniz?

Ne dersiniz?

Siz bu sorularin cevabinl ararken@®® ben gergedi
sOyieyeyim. "Sadece bu soruda dedil her zaman esit

gikar."

Demek ki belirli integral egri ile x ekseni arasin-
daki alam veriyor. Ama bu kismiyla simdilik
ilgilenmiycez. :

Ornek Soru
1

j(?:xz +4xm2)dx
o
belirli integralinin degeri kagtr?

Cozelim@

Goreceksiniz ¢ok kolay.

Ik Bnce simirlar yokmus gibi davrarup integralin egi-
tini bulun. Sadece sonuna ¢ yi yazmayin.

Bunu nasi ifade ettiime dikkat edin.

1 1
3 2
j(sxz +4x-2)dx=3-"T+4-"T—2x
0
0

Yani, belirsiz gibl diisliniip sonucu buldum. Sonra
sad tarafina ¢izdidim ¢izginin sagd altina integralin alt
stninny Ustline de {ist s yazdim®

Sonra?

Secnrasina da bakin@
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x‘ +2x2 ~2xl (13+212 21) (03+2.02_2.0)

Once st simin yazdim. Sonra da alt siniri. Ve ikisinin
farkim aldim.

Ve sonucu 1 buldum.

Saka gibi.© Kolaymis yaw®

Bagka bi tane daha yapayim.

Grnek Soru
F 2
X
dx
jﬂ X+
’
ifadesinin degeri kagtr?

Cézelim@

Aslinda sorulann belirdi integralle iigili kismi kolay. Siz
yeter ki belirsiz kismini adam gibi halledin.©

Bunda da oyle,

Bir kesrin yani, kesrinin integralini bulcaz.

x2
X-+1
Hatrlayin, Kesirli bir ifadenin integralinde sirayla ne-
ye bakiyorduk?
Ik 8nce paydanin tiirevi payda var mi?
Yok@

Ikinci olarak ifade

3 gibi yazilabilivor mu?

Hayir©
Ugiinel olarak payin derecesi paydadan biiyiik veya
esit mi?
Blyiik veya esit ise polinom bolmesi yapiyor ve de-
vam ediyorduk.
Bu soruda bu durum var.
Ama digerini de styleyeyim. Paymn derecesi payda-
dan kiiciik ve payda ¢arpanlanna ayriiyorsa basit
kesirlere ayirma yontemini kullaniyorduk.
Devam edelim.
Palinom biimesi yaparak
x° 1 . _— . .
T = x-1 +—x~ﬁ oldugunu goriin ve ifade edin.
3 5 3
Daha sonra da I X _dx= J (x——1+Lde ola-
X 1 X+1
1 1
rak yazip integralin degderini hesaplayin.
Hesaplayahm.

3

(x~1+ 1 )dx=i—x+ln(x+1)
X+ 1 2
1

1

Gerisini biliyorsunuz®

Once 3 ii sonra da 1 i yerine yazip gikarnyoryz,
(3x2 + 2x)dx

(= 12

32 3@+t |-| et in(t+1
5 +In{ +)—-—2-—+n(+)
Bu iglemin sonucunda da 2 + In2 yi buiursunuz'.a'  integralinin degeri kagtir?

Gordiginiz gibi. Buradaki olayin zorlugu lntegralm
belirli kisminda degll belirsiz kisminda.
Onun igin tekrar tekrar stylyorum. Littfen benm
integrali adam gibi 6grenin. Yoksa her sefermde
masa bile baya bi yamulursunuz.©

Belirli Integralin Ozellikleri
a

j f(x)dx =0

a e
Gayet mantikli zaten. Agiklamaya bile gerek ybkbu
nu. Clnki belirli integral egri e x ekseni arasmdéi_{
alah idi. Ama a dan a ya kadar alan olmaz ki@ " .

Ormedin I(xs +1In x)dx = 0 dir. Herhalde gidip 0
: . I (2x+1) dx
x% +inx in integralini hesaplayip da yapmazsm; e

bunu. Degit mi? ©
Simdi sunu yapin bakayim.

integralinin dederi kagtir?

61 .
ox® XX Jx dx ifadesin degeri kactiy?. ..

X+2 ;
61 o

Sifir buldunuz degil mi?
Aferin. Siz stipersiniz yaw®
Neyse diger ozeflikleri de verip gegeyim.

b a
‘!:f(x)dx = —;':f(x)dx tir.

Bu da gayet mantikl. Oyle degil mi?

Clnkii f{b} — f(a) = — {f(a) — f(b)] dir. t

J (x2 +4)dx

Bir de gunlar var.@. 0

b

Ic f(x)dx = cj fi{x)dx

a

ntegratinin degeri kagtr?

Fonksiyonun onundekl kat sayiyl digan g:lkarmak
hig bir sakinca yok. Gerekli olduguna inanyorsan
gikarabilirisiniz. Misaade ediyorum® :

b

Iff(x)+g x)]dx = If(x)dx +jg(x}dx
a i
Topiam fark bzglmindekx fonks:yoniarda fonkswon "
ayri ayri integralleri hesaplanabilir.
Bu da ¢ok mantikh bence.©

I (6x~a)dx =1

olduduna gtre, a kagtir?

(2mx + )dx =7

= Gy B

olduguna gore, m kagtir?

I (2x-1)dx=24 veb-a=3

olduguna gore, a kagtir?
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7. é # 0 olmak {zere,

a

a
J Bxdx = szdx
0

0
olduguna gire, a kactir?

8. a # 0 olmak (zere,

I xdx ISx dx

olduguna gore, a kagtir?

8. n # m olmak {izere,

n
J‘ 2xdx

olduguna gbre, n + m toplami kagtir?

Fl(xy = 2X 21

Hatirlaymn. jdf(x) =f{x)+ ¢ idi. ]

:[ d (x2 +2x)

integralinin degeri kagtir?

oldufjuna gére, | d{f(x)) degeri kagtir?

S i L

1 -

i1. j d-(3x3—x+1)

0

PN

i inin degeri kagtir? ,
integralinin degeri kaghir J“ (2c08x - sinx)dx

integralinin dederi kagtir?

12. f(x)-——4

t\J

3 .
olduguna gére, jﬂ d(f"1(x)) degeri kagtir?
kL
A R o

4
I {1+ tan? x)dx
0

integralinin degeri kagtir?

.,.;.L.—a—br\}

(Zx +-3-) dx
X

integralinin degeri kagtu?

1
I 2+~m«~m
0

integralinin dederi kagtr?

cosxdx

integralinin degeri kagtir?
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(0032 X —sin? x)dx

™~
[

integralinin degeri kagtir?

1
dx
8. I
1+x2
0

integralinin degeri kagtir?

‘9. a> 0 olmak Uzere,

a

j(4~«»x)dx

0

integralinin a!abilece@i en bilyitk deder kagtir?

10. a > 0 olmak lzere,

a

J' -4 4
2

4]

integralinin alabilecegi en kiiglik deder kagtiry

11. m > 0 olmak {izere,

s Eem, T
————
=
~
1

integralinin alabilecedi en kiiciik deder kagtir?.

2. m> 0 olmak (zere,

m .
I(mxz +x+2) dx
i

integralinin alabilecedi en biiyiik deger kagtir?

BELIRLI INTEGRAL

“Belirli integralin sonucu bir sayi ve bir saymin tirevi
de sifir olduguna gére®

2
%J‘. (3x2 + 4% —~ 1)dx
4

ifadesinin degeri kagtir?

&
_ELJ (x4 +x3 +%x2 +1)dx
-2

ifadesinin degeri kactir?

ifadesinin degeri kagtir?

4,

4 2
dJ" x4 +2 4
dx X+3

1

ifadesinin degeri kagtir?

1

I (X"§~1)3 dx

0

ifadesinin dederi kagtir?

2x1

—lq—-——bi\)

ifadesinin degeri kagtir?
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1
7. j x-(x2 +1)2 dx
0

ifadesinin dederi kagtir?

(x2 +x+1)2 (2x+1)dx

&
QQ.———!_\

integralinin degeri kagtr?

4
I
1

ifadesinin degeri kagtir?

]
10. I«}Sxﬁdx
i

ifadesinin degeri kactir?

;
1. I X-Vx? +1dx
0

ifadeginin degeri kagtir?

1
12. j3x2-3 x® +1dx
%

ifadesinin degeri kagtir?

BELIRLI INTEGRAL

2

j 2 dx
P |

1

ifadesinin degeri kagtir?

01—14;.

Ll (F=%
1|1
>

 ifadesinin degeri kagtir?

a4
[ —
5 VX +9

ifadesinin degeri kagtir?

1
4. VX (x~1) dx
|

ifadesinin deg‘;e__ri kagtir?

In2
5. jex-(1+e")2dx
0
integralinin degeri kactir?

a2

6. J. (lnx)2 dx
1

X

integralinin dederi kagtr?




N
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o2
J' dx

2
e x{Inx}

ifadesinin degeri kactir?

3

sin® x-cosxdx

O | = Ry 3 |

integralinin degeri kagtir?

tan?® x-(1+tan2 X )dx

© ey [

integralinin degeri kagtir?

10. 0<0< —g— olmalk lizere,

g f— @

olduguna gore, § kactir?

2

1. I dx
4% +1
0

integralinin degeri kagtur?

2

12. I dx_ _inp

2% +1
1

olduguna gore, p kagtir?

(2an3x+tanx)dx=1

BELIRLI INTEGRAL

3
J‘ xdx

x2 -1
2

integralinin dederi kagtr?

"4
I 22>(+‘! dx
XS X2

integrélinin degeri kagtir?

f 2_dx =In6
2x -1
m

olduguna gére, m kagtir?

4. k> 0 olmak iizere,

K
I 22x dx=3In2
) X -4

olduguna gore, k kagtir?

5. j« (2x+1)(x2 +x+1)dx
2 (x2+x+1)2-«1

ifadesinin degeri kagtr?

84
6. I dx
XX
L]

integralinin degeri kagtir?
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(YR

J‘ cosxdx
1+ sinx

integralinin degeri kagtir?

k13

P
J‘ sin2xdx

3+sin?x
0

integralinin degeri kagtir?

In4 «
9. I © dx
: 2+e*

integralinin degeri kagtir?

10. I e*dx
m2 -’
integralinin degeri kagtir?

1
11. I xte"z”dx
0

integralinin dederi kactr?

REH

2
12, jcosx-esm"dx
0
integralinin degeri kagtr?

BELIRLI INTEGRAL

4

J' X+2 dx
’ x-1

2

integralinin degeri kagtr?

’
2

I X242 4
x+1

0
ifadesinin dederi kagtur?

1
2

X
—dx
,[ x+1

0

integralinin degeri kagtir?

X dx
X+

2 ey 00

integralinin degeri kagtir?

3
2
dx
j x2 -1
2

integralinin degeri kagtir?

integralinin degeri kagtir?
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4

7. J‘ 2X+5 dx

x? -1

integralinin degeri kactir?

1
8. I x-e*dx
0
integralinin degeri kactir?

1
9. I(x+2)~e"dx
0 .

integralinin degeri kagtr?

2
10. J x2.eXdx
0

integralinin degeri kagtir?

8
11. Ilnxdx
1

integralinin degeri kagttr?'

H
g j sin2xdx | ¢t
at

0

12.

ifadesinin degeri kagtir?

BELIRLI INTEGRAL

Belirli integralde ddnlgiim olay

Bastan sdyleyeyim de.® Belirli integralde degigken
degigtirirken sinirlarn ve dx i degigtirmeyi unutmayin.
Unutursaniz yamulursunuz walla.©

Gerisi kolay.

Bir érnek vereyim.

Ornek Soru

5
J' 4+ 4x
/

2% -1

integralinde +/2x~1 =u déniigiimii yapilirsa
hangi integral eide edilir?

Cozelim®

Hk 8nce elde edecediniz integralin yeni sinirlarini be-
lirleyin. Bly(k bir olasibiida gtklardan ikisi veya (gl
gider. (Gergi bunda g1k mtk yok. Ama yine de aklirnz-
da olsun®} '

Bakahim neymis yeni integralin sinidar. Ik integratin
simirlart x in degerleridir. x in bu degderleri igin u nun
dederlerini bulmak dzim.

Alt sinirx = 1 iginﬁ/2.1— =1 ve Ust sinirx = 5 igin

y2.5~1 =3 imis.
3
Demek ddniistimden sonraki integral I gibi ola-
' 1

cak. Sinir olayini hallettikten sonra x |i olan blitln ifa-
geler] u tirGnden yazin.
Bu da gdyle oluyor.

M2x~-1 = Ise 2%x-1=u? ve x=%(u2+1) ve bu-

radan da dx = udu olur.

' Burayi (su dx i bulma meselesini) bi daha izah ede-
yim. Soyle yaptim. “sol tarafin x e gére tlrevi garpi
dx esittir sa§ tarafin u ya gére tirevi carp1 du@”
Anladiniz mi gimdi?
Simdi bu degerleri iik integralde yerine yazarsaniz
3 4.—;—(112 +1)+1

—< - —.udu elde edilir. Ve bunu da di-
1

3

1
: Uzun uzun anlattm, Qlayin temel mantid bu iste.

- zenlediginizde ‘{(232 +3)duintegralini elde edersiniz.

9
1. IMdX
A VX -1

integralinde VX =u déniigiimii yapilirsa hangi
integral eide edilir?

v"l—xz ax

L

integralinde x = sint déniigiimii yapildiinda elde
edilen integral nedir?

sin{arccos x) dx

w
© Loty 30 § ook

integralinde t = arccosx dbéniigiimii yapiirsa han-
gi integral elde edilir?
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‘ 1
4, Ixz(x3+1)dx
w1

integralinde x° +1=u doniisiimii yapilirsa hangi
integral eide edilir?

(sins X-+8in x) Cos Xdx

L
£ Gy o3 |

integrafinde sinx = u dondgimi yapiirsa hangi
integral elde edilir?

In3
6. j (92" +1) e*dx
D .

integralinde o* =u doéniigiimii yapshirsa hangi
integral elde edilir?

8. j 3% dx

o3

1
-!- X (1+En2 x) %

integralinde Inx =y dénugur_nij yapilirsa hangi
~ ffade elde edilir?

In2

integralinde e* =1 déniigiimil yapilirsa hangl
integral elde edilir?

ind

In2 2608X___ 4v

sinx+sin® x

© Ty 13 |

integralinde e* =1 déniigtimil yapilirsa haﬁ'tji'

ifade elde edilir? .
na ' integralinde sinx = t ddniislimii yapilirsa hangi

ifade elde edilir?

P

a, Il Inx-+in? x dx
x
2

integralinde inx = u dénligtimii yapdirsa hangi {sinx—cosx)dx

ifade elde edilir?

0} By 3 |

. integralinde t = 1 — x ddniisiimii yapilirsa hangi
ifade elde edilir?

sin {arccos x)dx

€ Cmarmmm, B f i

integralinde t = arccosx déniislimi yapiirsa
hangi ifade elde edilir?

cos{arcsinx)dx

o'——-—,miﬁﬂ

integralinde t = arcsinx doniigiimii yapilirsa
hangi ifade elde edilir?

1
I sin{arctanx)dx
0

integralinde t = arctanx doniiglimii yapilirsa
hangi ifade elde edilir?




.
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7
J(x+ x+2)dx
2

integralinde u? —2:= X déniglimil yapilirsa han-
gi ifade elde edilir?

4
x-e“{; ax
1

integralinde VX =t déniigiimii yapilirsa hangi
ifade elde edilir?

5 ,
Jx- 9-x? dx
0

integralinde x = 3sint doniiglimii yapilirsa hangi
ifade elde edilir? :

4

J_Iﬁ;dx

1
X
10. I dx
2
1 Vi-x
2

Integralinde u=+/x déniiglimii yapilirsa hangi

integralinde x = sint doniisiimii yapilirsa hang
e ifade elde edilir?

ifade elde edilir?

3

j" X+ 4x
X

0

integralinde X+1 mu2 doniigiimil yapilirsa han-

2
11. I 4 +x? dx
4]

integralinde x = 2tant déniigiimii yapilirsa hang

integral elde edilir? gi ifade eide edilir?

1

Viex2

integralinde tant = x donligiimii yapallrs'é ha
ifade elde edilir? '

dx

12.

O Ve

0

j X dx
1-x

-3

integralinde x=1+u? déniisiimii yapilwsa han-
gi ifade elde edilir?

Su soruda x + 2 = u demek lazim. Niye ki?

5
4. I f{x)dx =8
1

3
oldufiuna gore, J f{x + 2)dx ifadesinin degeri

-1
kactur?

Sunda 2x + 1= u demek azim.

5
5 If(x)dx=20-
1

2
ofduguna gére, j (2% + 1)dx ifadesinin degeri
0

kagtwr?

Sunda 3x = u demek @zim.
3]
6. j f(x)dx =12
3

2
olduguna gore, I f{3x)dx ifadesinin degeri
1

kagtir?




%
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2
7. ff(Sx—1)dx28
1
5
olduguna gore, I f(x)dx ifadesinin degeri kag~
2
tr?

3
8. If(xzﬂ)dx:és
c

10
clduguna gbre, I % - f(x)dx ifadesinin degeri

i
kagtir?

Kokl( ifade alunca kokli ifadeye u demek lazim.

3
5
9. I——’“’ dx
) N €|

integratinin degeri kagtir?

4
4%
10 j dx
3 2% +1

integralinin degeri kagtir?

11.

et e (31
)
()]
’; =
—
a.
=

integralinin degeri kagtir?

@ 2
12, . f X . dx
he!

integralinin degeri kagtr?

Parcali Fonksiyonun integrali

Pargall fonksiyon integralinin higbir dzelligi yok.
Sadece suna dikkat edin. Pargali fonksiyonun
integrali hesaplanirken fonksiyonun kritik degerler
(sinir degerieri) integralin simirlan arasinda ise bu
degerlere gore integral parcalanir ve ki {parca sa-
yisina gore Ug te olabiiir. Jfarkl integralin toplam bi-
¢iminde yazilir. Gerist biidiginiz gibi©

Ornek Soru

4x -2, x<1ise
{(x)=
2x+3, x=z1ise
3

oldufiuna gére, I f(x)dx integralinin degeri
-1
kagtir?

Cozelim@

Integralin smirlart ~1 ve 3, Ve verilen fonksiyonun
kritik degeri 1. Ilk bakmaniz gereken kritik degerin
sinirlar arasinda olup olmadiidir, Ki bunda sinwiar
arasinda. Dolayisiyla bu durumda integralin iki fark-
It integralin toplam: bigiminde yazimasi [azim.
Yazip foplayalim bakahm.

Once tablo iizerinde nerede hangi pargay! kullana-
caginizi goriin isterseniz,

4% -2 2x+3
Alt Kritik Ust
sinir deder e
Su gekilde;

3 1 3
J f(x)dx xw{ (4x ~2)dx + I (2x + 3)dx
-1 -1 1
Bunu hesaplarsiniz artik@
Ama problemi olanlar igin bir defaya mahsus géste- -
reyim yine.
1 3

3
I(4x—2}dx+I(2x+3)dx:2x2_2x| +x2+3x|1

1
w1

-1 1

gerisini hesaplayin artik®

Cevap kag?

10 gikiyor di mi?

1.

4, x <0 ise
f(x)=
2x+3, x=z20ise

2
olduguna gére, I f(x)dx integralinin degeri

-2
kagtir?

2x-3, x>1lise
fx) = 9 ‘
Ix“+1, x<lise

2
olduguna gére, I f(x)dx integralinin degeri

0
kagtir?

2 .
F(x)= 6x°, x>1ise
8x~10, x<1ise

3
oldufjuna gére, I f(x)dx integratinin degeri

-1
kaguir?
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‘ 4-X, x<2ise
4, f(x) = .
2X+3, xz2ise

3
olduguna gére, If(x)dx integralinin degeri
0

kagtir?

2x—-1, x<tise
8. f(x)= .
~-X+3, xXzllse

oiduguna gdre, | (x+f{x)}dx integralinin de-

D Qe 03

geri kaciir?

2-X, x<1ise
2x+1, x=1lise

6. f(x——1)={

2
olduguna gére, 5 f{x}dx integralinin degeri
1 .

kagtir?

7.

8.

3-x, x<0ise
f(x)={

4%x-1, xz0ise
2

olduguna gére, jf(x +1)dx integralinin deger

-2
kactir?
‘—2x+1, x<-1 ise
f(x)=1 3x%2+1, ~1<x<1 ise
2x+3, x>1 ise

2 L
olduguna gére, If(x)dx integralinin degeri
-1 H

kactir?

F{x) =

2 i
olduguna gbre, J- f(x)dx integralinin dege
0 .

kagtu?

BELIRLI INTEGRAL

Mutiak Deger Fonksiyonunun Belirti integrali

Mutlak deger fonksiyonunun integralinin zor bir tarafi
yok. Ama ilk énce mutlak deder forksiyonunun igaret
tablosunu yapmak iazim. (ki mutlak degerin hangi

araliklarda eksi hangilerinde art: agildidini gdresiniz.)

Mutiak deder fonksiyonunun belirli integralini hesap-
larken kritik defer(len)in integralin veriien sinirlan
arasinda olup olmadidina bakin. Efer sinirlar arasin-
da ise bu simirlara gore integralin sonucu iki veya du-
ruma gére g farkh integralin toplami bigiminde yazin
ve Oyle hesaplayin.

Aslinda olayin ézéti tek climleyie su@

Kritik noktalarda integrali pargalara ayirin!

Ornek Soru
3
I I 3x2 - 6x ’ dx
-1

integratinin deg@eri kagtir?

Cozelim®

Sonra hoca kolaylar: ¢bzip kaziklan bize birakiyor
demeyin dive kazik olant ben ¢dztyorum.©

Mutlak degerli fonksiyonlarin integralinde en dnemli
olay kritik degerler ve bu degderlerin sinirlar arasinda
olup olmadig:nin tespitidir.

Onun igin itk adim bu.

Buradaki kritik degerler {mutlak degeﬁn igini stfir ya-

' pah degerler) 3x% ~6x =0 danx =0 ve x = 2 dir. Bu

degerlerde integrali pargalara ayircaz.

Ikingi olarak diger bir Snemli husus da mutlak degerin
nerede artl nerede eksi agilacaginin tespitidir. Bumj
da tablo yaparak géreez.

Tabloyu yapalim. {Tablo yapmay bilmeyenler {Gtfen
esitsizlik konusunda bu kismi tekrar galigsinlar. Bi
zahmet®)

Tabloda kritik degerere ve integralin sinirlarina dik-
kat edin. 4

3

alt  kritk keik  dst
sinr - deder defer sinr

Simdi integralin dederini hesaplayabiliriz. -1 den 0 a
kadar mutlak degeri artr, 0 dan 2 ye kadar eksi, 2 den
3 e kadar artt agip sonucu bulcaz.

Bu durumda verilen integralin son hali gdyle olacak.

b] 2 3
I(sz —Sx)dx + j(—3x2 +6x)dx+ I(sz —6x)dx
-1 0 2

Artik bundan sonrasini hesaplarsiniz,

Sonug 12 galiba®

Anladiniz mi?

Ozetlersek; mutlak deger integralinde sinirlar arasin-
da kritik deger varsa bu dederlerde siruriar degigiyor.
Bir de mutlak degerin nerede arli nerede eksi agila-
cagini girmek igin tablo yapiliyor.

Ozett bilem uzun®

2

§§x|dx

-2
integralinin dedieri kagtir?

3
J!x—‘i[dx
4 .

integralinin degeri kagr?
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3
3. §|2x~4|dx
1

integralinin degeri kagtir?

1
4. I 2| x+1|dx
-2
integralinin degeri kagtir?

2
5, Ix~lx—‘!idx
: .

integralinin degeri kagtir?

2
J|x2—1ldx
0

integralinin dederi kagiir?

1

I[Zx_1|dx
4]

integralinin degeri kagir?

3
I1x2-2x|dx
K

integralinin degeri kagtr?

BELIR?...% INTEGRAL

1
I-(|4x|+|—2x[)dx

integralinin dederi kagtir?

(4x2|x~1|)dx

integralinin degeri kagtir?

2

§ (3x2+|2x~2ndx

0

integralinin degeri kagtir?

2
I '3‘ x? —2x|dx
]

integralinin degeri kactur?

4
I 'x2m2xm31dx
G

integralinin degderi kagtir?

2
I ‘——xz —-4x+5|dx
-2

integralinin degeri kagtir?
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 sinx| dx

€3 Ry 23 |

integralinin degeri kagtir?

T | cos x jdx

integralinin defjeri kagtir?

]E sinj x jdx

integralinin degeri kagtir?

10. {cosx - sinx |dx

c!——-—b.s;;:i

integralinin degeri kagtir?

Su iki soruda itk nce cos un yanindaki 1§ yok'.edi

T
M. j VJ1-cos2x dx
0

integralinin degeri kagtir?

Tr .
12. f J1+cos2x dx
0

integralinin degeri kagtir?

BELIRLI INTEGRAL

INTEGRAL YARDIMIYLA
ALAN HESABI

Bu kadar belirli integral antrenmanindan sonra bu
acayip kolay gelecek size. Hatta burada dyle soru-
lar var ki "Bu kadar kolay seyler de sorulur mu?” fi-
lan diyeceksiniz. © Ama soruluyor iste.

Alan hesahinda gok basit bir iki geyi bilin yeter.
Adim adim vereyim.

Ik Bnece

Edri ile x ekseni arasindaki alanin nasi butun-
dugunu ddrenin.

y = f(x) edrisi Ox ekseninin Ust tarafinda (+y tara-
finda) ise tarali alan y = f(x) fonksiyonunun a dan b

" ye kadar belifi integraline esittir.

Neyl kastettifimi Once taslak bir gekil Gzerinde go-
riin.

" Yani, f(x) egrisi, x = a, x = b dogrulari ve x ek-

seni ile siirl bélgenin alani |, %) dx. tir.

Buradaki en 8nemii sey integralin sinmari. Simirlar
veriimigse problem yok.

Ya hesaplanacak alanmn sinirian veriimemigse?
Qturup bulacaksiniz artik.© Ama merak etmeyin.
Nasil bulacaginizi sdylicem.

Bir de su var tabii. Fonksiyonun grafifi her zaman .
¢izili otarak veritmeyecek. Onun igin bazi Gnemili
{Cok soruldugdu igin dnem!i.®) fonksiyonlarin grafik-
lerini gizebilmek lazim.

Peki, ya fonksiyonun grafifini gizemezseniz?

O zaman yandiniz iste.® Saka saka.@

Panik yapmayin. Grafii cizmeyi beceremeseniz bi-
le yine de istenilen alan bulabilirsiniz.

Ama dnce grafigini gizdigim fonksiyonlarda alan
bulma olayini kavrayin bi,

y= x2 +2 egrisi ve x=—1, x= 1 dogrulan ve x
ekseni ile sinirh alan kag birim karedir?

-

¥ =3x2 egrisi ve x = 2 dogrusu ve x ekseniyle
simrl bolgenin alan: kag birim karedir?
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y={x _2)2 egrisi, x ekseni ve y ekseniyle simirh
bélgenin alami kag birim karedir?

y =(x—2)? egrisi, x = 4 dogrusu x ekseni ve y
" ekseniyie sinirls bdigenin alani ka¢ birim kare-
dir?

y:4.;x2

y=4-x?egrisive x =~ 1, % = 1 dogrulan ve X
ekseni ile sinirh atan kag birim karedir?

Eder hesaplayacagmiz alanin simirlan balli deQEI.s:
sinirlan siz bulacaksiniz demektir. Hatirlayin x ek

“senini kesim noktalarim bulmak igin y = 0 verip bu

luyorduk. Ornegin, alttaki soruda sivrlar
4-x2 =0 dan 2 ve — 2 dir.

y=4- x? edrisi x ekseni ile simirh alan k'ag bis
rim karedir? o

BELIRLI INTEGRAL

y= x3 edrisi ve x = 2 dogrusu ve X eksenivle si-
nirl bélgenin alant kag birim karedir?

y = ax" egrisi ve x = 1 dogrusu ve x ekseniyle
sinirh bdlgenin alani 3 birim kare oldujuna gore
a kactir?

y = 2+/x edrisi x = 1dogrusu ve x ekseni ite st-
nirh alan kag birim karedir?

y = Jx egrisi x = 1, x = 4 dogrular ve x ekseni
ile simirh alan kag birim karedir?




2
O’O
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y =[x edrisi, x = a, x = 9 ve x ekseniyle simirl

alan %2«» birim kare olduiiuna gore, a kagtir?

2

y =— egrisi, x ekseni, x = 2 ve 3 = 6 dogrulary-
X

ta sinerh alan kag birim karedir?

y =—£—e§risi, xekseni,x=eve x=e° dogru

riyla stirh alan kag birim karedir?

y=e™* edrisi x = 0, x = In2 dodrulan ve Ox ek:
seni ile simrh alan kag birim karedir? '

o
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y=e" egrisix=—-1,x=2 dof;rulan ve Ox ek-
seni ile siurh alan kag birim karedir?

Sekilde grafigi verilen Jx +.fy =1 egrisi ile ek-
senler arasindaki alan kag birim karedir?

1

y=— edrisi, x ekseni, x =~ 1 ve x = 1 dog-
X% 41

rufanyla sinirh alan kag birim karedir?

y = Inx edrisi, x ekseni, x = ¢ ve x = ¢? dogrula-
riyia sinirl: alan kag birim karedir?



BELIRLI INTEGRAL

Egri Ox ekseninin attinda olursa...

Higbir sey fark etmez.

En fazla iglem sonucu eksi ¢ikabilir. Ki bu da prob-
lem dedil. Sonucu eksi ile carpar bunu da arfiya
dénistirGrsiiniz® Alan negatif olacak degil va.

Bu tiir alan hesaplarinda sekil séyle olabilir meseia.

£gri x ekseninin altindaysa, tarali alan, fonksi-
yonun a dan b ye kadar belirli integralinin eksi-
lisine egit olur.

Anladmiz m? @

Yani bu durumda tarali alan
B B
A ?.I[f(x')[dx"zJ.'—_'f(x')dx olur.
B A R
Ashinda govle de yapabilirsiniz. Alan normal

gekilde bulun. Eger eksi gikarsa mutlak degerini
ahin olsun biisin.@

y=x2~‘1

\ |/

X

y =x2 -1 egrisi ile x ekseni arasindaki alan
kag birim karedir?

y = ~3(x - 1) egrisi, x ekseni ve y ekseniyle'§|
nirly bélgenin alam kag birim karedir? :

y =x2 -4 egrisi, x ekseni, x = -1 ve x = { doj
rulanyla siurl alan kag birim karedir?

y =x3 edrisi, x = — 2 dogrusu ve x ekseniyle si-
mirh bélgenin alani kag birim karedir?

Y o= —)2; egrisi, x = 1, x = e dogrulan ve x ekseni

ile sinirli bolgenin alant kag birim karedir?

Simdi de size grafigi verilmeyen egrilerle x ek-
seni arasindaki alanm bulmayi vereyim.

Fonksiyonun grafigi ¢izilmemisse istenilen alani bul-
mak sanki zor mus gibi. Ama aslinda gayet kolay.
Goreceksiniz. Yeter ki dediklerime dikkat edin.

Eder edr ile x ekseni arasindaki alan soruluyorsa
dnce egrinin x ekisenini kesim noktalarini bulun.
(Bir efirinin x eksenini kesim noktalan y = 0 vererek
bulunuyordu. Hatirlayin.@)

Sonra buldugunuz dederlerden kiiglk olam alt sir
bilyigind de dst sinir olarak alin ve verilen fonksiyo-
nun belirli infegralini hesaplayin. Sonug eksi ¢ikarsa
artiisi alin. Ama edri x eksenini g farkh noktada
kesiyorsa? O zaman agagida yaptdim gibi yapin@
Ok©

Ornek soru

Y= X x3 eérisi ile x ekseni arasindaki sirh
bolgenin alani kag birim karedir?

Cozelim®

Soruda grafik mirafik verimemis®

Olsun. Problem degil. Grafigi ¢cizmeden de yapabilir-
siniz. Ama ilk dnce verilen adrinin x eksenini kesim
noktalarini buiun.

Egri, x eksenini -x3

+Xx=0 danx=—-1,x=0ve

x = 1 de kesiyor.

Iste bu x degerieri integralin simirlar olacak.

integralin sinirlan ilkinde bu degerlerden en kiicligi
ile orfancas!, ikincisinde ortancas: ite en biiyligl ola-
cak, ki integralin dederini de ayr ayri bulun. Ama
sonucun eksi gikma ihtimaline kars! da mutiak deder- -
lerini alin ve toplayin.

Bu kadar basit iste. ©

Demek istedigim suydu,
o

IstenenAlan = J‘ (»««xar-lln x)dx + j(»«x3 + x)dx
-1

1A i )
+ I tw 5 birim karedir.

;m_l
4

Ama verllen edrinin grafigini taslak olarak gizebilirse-
niz ne ala.
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" Ornek soru

y=-x2 +x +2 egrisi ile x ekseni arasindaki si-

nirh bdlgenin alani kag birim karedir?

Cozelim®

Bu soruda da grafik gizilmemis. (Genelde gizilmez
zaten.) Olsun. Problem degil. Dedim ya grafidi ¢iz-
meyi beceremeseniz de ¢dzebilirsiniz.

Style yapin. lik 8nce egrinin x eksenini kesim nokta-
laring bulun.

Yani, —x?2

+Xx+2=0 danx=-1, x=2yi bulun.
iste bu degerler belirli integralin sinirlar ofacak.

Sonrast kolay.
2

istenenAlan = .[ (—x2 + X+ 2)dx
' -1

Hesaplarsiniz artik, % vi buidunuz mu?

3. y=4- x? edrisi ile x ekseni arasmdaki sinrh
bélgenin alan kag birim karedir?

4, y=x2 -1 erisiile x ekseni arasindaki sinirh
bolgenin alant kag birim karedir?

5. y=x°-4x edrisi ile Ox ekseni arasindaki alan
kag birim karedir? '

6. y=-3x2+12 egrisi x =0 ve x = 1 dogrulan vex
eksent arasindaki alan kag birim karedir? '

7. y=x> egrisi, x = 2 dogrusu ve x ekseniyle simirl
alan kag birim karedir? - ey

L}
o
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2

y =-x> edrisi, x ekseni, x = -1 ve x = 1 dogru-
su ile siirls bdlgenin atani kag birim karedir?

a > 0 olmak (zere,
y=ax® egrisi, x ekseni ve x = 1 dogrusu ile si-
nirh alan 3 birim kare olduguna gore, a kagtir?

y = g* egrisi, x =0, x = In3 dofrulan ve x ekseni

arasindaki kapali bdlgenin alan: kag birim kare-

dir? :

4,

5.

6.

y m% egrisi x = 2 ve x = 4 dogrutanyla sinirh

alan kag¢ birim karedir?

v = cosx edrisi, x=0, x = % dog@rular ve %

ekseni arasindaki alan kag birim karedir?

y = tanx efjrisi, x 50, X = ;gm dogrular: ve x ek-

seniyle sinirlt bélgenin alami kag birim karedir?
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Hesaplanacak alanm bir kismi x ekseninin al-
tinda bir kismu {istindeyse...

{x)

Sekildeki gibi eger {a, ¢) aralifinda edrinin bir Kisms X
ekseninin aliinda (- y tarafinda} bir kismi Gstiinde (+
y tarafinda) ise o zaman taral alan

-
A= fmjon a0 .

Yani, bunun dzeli su; edri ile x ekseni arasindaki

- alan; Egrl x ekseninin stiinde ise belirli integralle
ayn:, altinda ise belirli integralin eksilisine egittir.
Ve asi sunu unutmayin. integralle alan hesabinda
edrinin x eksenini kestiii noktalar muhakkaka bu-
lunmalt. {kesiyorsa tabii ki)
Bu noktalar belirli integralin simirtandir. Ve bu
dederlerde integral pargalanir ve sinirlar ona gére
diizenlenir.

Ornek soru

y=4- x? egrisi x =~ 3 ve x = 0 dogrular ve x

ekseni arasindaki alan kag birim karedir?

Cozelim® .
Bu soruda grafik veritmeyebilirdi de. Egeri x eksenini
= .. 2 ve x = 2 de kesiyor.
Bu durumda istenen alan bulunurken ~ 3 ten 0 a ka-
dar degil. Once — 3 ten — 2 ye kadar sonra da — 2 den
0 a kadar olan kisim ayrs ayn bulunmasi 1&zim.
Yani,
-2 0
IstenenAlan = J' dx + j
-3 -3
Hesaplarsiniz arbk@

8.

y =x? - 4x efrisi, x = 2 ve x = 5 dogrulan i!.e'g' "

ekseni arasindaki alan kag birim karedir?

y =x? - 2x egrisi, x ekseni, x=1vex =3 dog
rulariyia sinirh atan kag birim karedir?

./
L
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1.

y = x? egrisi, x =~ 1 ve x = 2 dogrulan ve x

ekseniyle sinirh alan kag birim karedir?

y = x3 - x? egrisi, x ekseni, x = 0 ve x = 2 dodru-

lariyla sinmirh alan kag birim karedir?

iki egri arasindaki alan nasi! bulunur?

Once tastak bi gekil cizeyim.

n (%)
7 G(x)

a0 b

iki ediri arasindaki alani hesaplarken tncekilerden
farkl) bir sey yapmayacaksiniz,

Meseld yukaridaki sekilde tarah alam bulurken f(x) ile
x ekseni arasindaki alandan g(x) ile x ekseni arasin-
daki alani ¢lkarmak 1&zim.

Bunun da integralle ifadesi su:

Bow :
j' [F(x)- g(x) dx .
Pt

iki egri arasindaki afani bulurken daima (sttekinden
alttakini cikarin.©

Ama grafik ¢izilmemis ve hangisinin listte hangi-
sinin altta oldugunu bilmiyorsaniz o zaman kafa-
niza gore takihin@ Yani, birinden diderini gikann
ve sonucu bulun. Eder eksi gikarsa ¢aktirmadan
artt yapin. Olsun bitsin.@

Fakat sinir minir verilmemis ve iki edrl arsindaki alan
sorufmussa o zamaﬂ'sm;rian siz bulacaksiniz de-
mektir.

Peki, sinirfar nasil bulacaksimz?

Hatirliyor musunuz? -

Hatirlatayim. y teri birbirine esitliyorduk.

Meseld y =4 -x? parabolii ile y = 2x + 4 dogrusu-

nun kesim noktalari 4 x? = 2x + 4 esitliinden
x=0vex=2di.

Buradaki en dnemli hususiardan biri kesim noktatarin
apsislerini dodru bulabilmek. Bu gok dnemli. Ona gb-
re. Clinkil bu noktalar integralin simirian olacak.
Olayin dzeti bu yani.
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2,
ot

3. v4

O

Sekildeki tarali alan kag¢ birim karedir?

y=vx,y= 2Jx egrileri ve x = 4 dogrusuyla
sinirk alan kag birim karedir?

BELIRLI INTEGRAL

y=1-x

Sekildeki parabol ile dogru arasinda kalan akian
kag birim karedir? e

ZEn

y =4-x2 parabolii ile y = x + 2 dogrusu ile s1
mirh kapah bélgenin alanm kag birim karedir?.

y® 2 - x?

y=2- x2 parabolii ile y = 1 dogrusuyla smurll
kapall bolgenin alam kag birim karedir?

y =1 x? ve y=4- 4x? egrileriyle sinirli bol-
genin alani kag birim karedir?

X

y=e*, y=e"* egrileri ve x = in2 dodirusuyla
sinirk alan kac birim karedir?

¥ = X% -6 edrisi ve y = x do@rusu ife simirl bél-
genin alan birim karedir?



s

Rd

<
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5.

6.

Y= x% +x+2 edrisi ve y=2x+4 dogrusuyla

sinirlanan alan kag birim karedir? .

y =x? edrisi ve y = x + 2 dogrusuyla sinirlanan
alan kag birim karedir?

7.

y =2-x? egrisi ve y = x dogrusuyla sinirlana y? = dx
alan kag birim karedir? : y= 22
egrileriyle sinirli bolgenin ajan: kag birim kare-
dir?
2, x% =2y

y2 = 2X

efrileriyle sinirlanan bolgenin alam kag birim

2 karedir?

y =x? ve x =y? egriteri ile sinirlanan alan Kag
birim karedir? :

4.

>

y=x> egrisi ve y = x dogrusuyla sinirli {sonlu)
bolgenin atani kag birim karedir?

Y o= ~-x* egrisi ve y = — dx dodrusuyla simurl
{soniu} bdlgenin alani kag birim karedir?
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y=x2 4+ X

ymwx"2 +%+8

egrileriyle simirlanan bdlgenin alam kag birim
karedir?

y=2x2~‘§
y=x?

egrileriyle sinirlanan boélgenin alant kag birim
karedir?

y=x°

Cy=x?

egrileriyle sinirlanan bdlgenin alani Kag birim '
karedir? s

8. y= -E— egrisi ve y = 3 — x dogrusunun sm:rladlﬁ

alan kag birim karedir?

BELIRLI INTEGRAL

y=e*, y=4e™™ egrileriile x = In2 ve x = In4

dogrulariyla sinirli alan kag birim karedir?

Eger fonksiyonlar agagdidaki sekildeki gibi kesigivorsa
taral alan: iki ayri integralin toplam) seklinde yazarak
bulun.

Kesim noktalarinda sinirlan degistirin, (Demek ki ik
dnee kesim noktalarini bulmak gerekiyor®)

Paima iistiekinden alitakini gikarin. Ya da her se-
ferinde mutiak deger alin.

Ustteki sekillerde ki taral alanlar su gekilde hesap-
[anr.

b c
A +A, =j[g(x)—f(x)]dx+j{f(x)-g(x)]dx
a b

Dikkat ettiniz mi?

Iki ediri arasindaki alani hesaplarken edirilerin x ekse-
ninin attinda veya Ustiinde clmasinin highir Snemi
olmuyor.

Onemli olan hangisinin Ustte oldugu.

2,

y =x+2dogrusy, y = x* edrisi ve x=1ve
x = 3 dogridanyla sinirh kapali békgenin alam
kag birim karedir?

Sekildeki v = x? -2x egrisilley=xvex=4
dogrusu ile sinirl tarali alan kag birim karedir?
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4. y=x? paraboli, =-§- egrisi, x ekseni ve

% = 3 dogrusuyla simrh alan kag birim karedir?

5. y=4-x2, y=x*-4 egrilerivex=1,x=3
 dogrulariyla sinirls alan kag birim karedir?

- "'Yaimz su hususa dnkkat edm

.Dlyelim ki f(x) fonksnyonunun graf gl agag ak

: Ve soruda sizé sorulan a dan d ye kadar belir]
i mtegra! :se bu o

--_If(x)dx;'mA »0-A A tur

e Ama soruian a dan d ye kadar f(x) egr:Si ile

A +A +Ay Imf(x dx+If(x)dx+ £(x)

.' Yam an!ayacagmlz sadece beilria sntegral 5
i/ cebirsef toplam yaplyor ‘alan. soruiursa i
o ger ailyorsunuz (Zaten aian da negattf ol

eksena arasmdaks alan ise bu

Gy anka’; e_t_me__zsemz yamuiursu

Yukarda verilen taral bolgelerin alanlart s|ra31y
S ve 8, dir.

Jf(x)dx 7ve, 8, =10 birimkare

olduguna gére, S kag birim karedlr?

-
%
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Sekilde y =f{x) fonksiyonunun grafigi veriimigtir.

- 2 - 2 _ 2
A1 =8bre, A, =3br", Ay =7br

6
oldugjuna gbre, I f(x}dx kagtir?
-2

Sekilde f(x) fonksiyonunun grafifi verilmigtir.
5 2

jf(x)dx:&, j:f(x}dx=13,

- -3

oldugiuna gbre, B alan kag birim karedir?

é(z.e) D(s,o)\ ”
fx)

/A('-é.d') ' 3(7 ,6}

Yukaridakl sekiide y = #x) in grafigi veriimigtr.
x- ekseninin, AB yayl ile simirladif bélgenin
alam 14 birim kare, BC yayi ile simrladig bél-
genin alani 11 birim kare, CD vayi ile sinirladigi
balgenin alan 16 birim kare olduguna gére,

6

j f{x)dx degeri kagtir?

-5

Yukanida verilen tarall biigelerin alaniar sirasiyla
a, bvecd.
6 €
Buna gére, Ilf(x)i dx—jf(x)dx degeri nedir?
0




2.
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Sekilde f(x) forksiyonunun grafigi verilmigtir.

8 3 8
If(x)dx««_wm, If{x)dx=2, Jf{x)dx:ﬁ

-7 -2 3
8

olduguna gobre, jlf(x)[dx kagtir?
-7

Sekilde f(x) fonksiyonunun grafigi verilmisgtir.

5
Buna gére, f f(x)dx kactir?
-4

A
7.
. ¥ dfix)
7 gix)
X

Sekilde f(x) ve g{x) fonksiyonlannin grafikies veril-

migtir. n

b b

jaf(x)dx =20, j‘ g(x)dx =6

a a -

olduguna gore, A - B farka kactur?
8. y

30

Sekilde f(x)ve g(x) fonksiyontarinin grafidi
verilmisgtir.

2 2
If(x}dx=12, vfg(:'c)d_xﬂ(),
-3 -3

ofduguna gore, |A? - A2| fark: kag birim kare
dir?

BELIRLI INTEGRAL

Bir egri ile y ekseni arasindaki alan nasil bu-
lunur?

Egri ile y ekseni arasindaki alandan neyi kastefti-
&imi agafidaki sekle bakarak anlayin.

yi

X = g(y)

ol

Aslinda bir egri ite y ekseni arasindaki alanin hesa-
b1 da dncekiler gibi.

*Yalmiz burada fonksiyonu y tiiritnden yazmaniz

idzim. (yani, xiyalnz birakmamz {azim.)

Ornegin Gstteki sekildeki tarall alan

A= 'f g(y)dy dir.

m
Goreceksiniz zaten. Highir zorlugu yok. Oncekilerin

aynis1.© Ve bir sey daha.
Neyse... Vazgectim®

y = /X egrisi, Oy ekseni vey = 1 ve y = 4 dogru-
lariyia sinirh alan kag birim karedir?

Ya

1
Ke

x 2 0 olmak Uzere,
y= x? egrisi, Oy ekseni ve y =1 ve y = 4 dogru-
larwyla simirls alan kag birim karedir?

1

o
y = Inx edrisi, y = 1, y = 2 dogrulan ve y ekseniy-
le sinirli alan kag birim karedir?
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4. y= x? +1 efrisi ve y = 2, v = 5 dofjrulariyla
sinirh ajan kag birim karedir?

5. y=e* efrisi, y= e® dodrusu ve y ekseni ile
sinirlt alan kag¢ birim karedir?

y
8
g
3
X
o] 2 6

Sekilde grafigi verilen bire bir ve Orien

f:[2,6] — [3,8] fonksiyonunun terst 11 dir.

, 6 8 :
Buna gére, I F(x )%+ I £ (x)dx toplami kag- .
2 3 -

r?

Egri y eksenini kesiyorsa...

Yani, hesaplanacak alanin bir kismi y ekseninin .
safinda (+x tarafinda) bir kism solunda {~x tara-:
finda) ise :

Yine ayni mantikia iistteki gekilde verilen tarall alan

n 4
A +A, =j~g{y)dy+Jg(y)dy dir.
m [4]

Yani, + x tarafindakini aynen aliyor, — x taraf:ndék
nin eksilisini aliyor ve topluyocruz. o

&
Lig
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y =x° egrisi, y =~ 1, y = 1 dogrular ve y ekse-
niyle sinarl alan kag birim karedir?

y = x> 41 egrisi, Oy ekseni, y =0 ve y = 9 dogru-
lariyla sinirli alan kag birim karedir?

4,

y2 =X edrisi ve x =y + 2 dogrusu ile smurl alan

kag birim karedir?

y2 = x egrisi, y = x ~ 2 dogrusu ve y ekseniyle

sinirh alan kag birim karedir?
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Dairede alan bilgisi yardimiyla daha kolay
coziilebilen integral sorular:.

Herhalde aranizda dairenin, daire diliminin ve daire
kesmesinin alanini hesaplayamayan gikmaz®@
Var mi yoksa?

Dairede alan bilgisiyle ¢ézlien sorularda karginiza
yarim gember denklerleri gtkacak. Onun igin énce

yanm cember denkleminden neyi kastettigimi

agiklayaym.

Merkezi orijinde M(0,0) ve varnigap! r olan gember
denkiemi, xZ +y2 =r? idi. Bu denklemde y yi
yalniz birakirsaniz, y = +v r2-x? olur.

Burada, gemberin X ekseninin (stiinde kalan vari

pargasinin denklemi, y =+ r2..x? dir.

Y
T y = rz-xz

“r {)| r

x ekseninin altinda kalan yar| pargasini denklemi

ise y=— r? - x? dir.

il
-r r
P X
G

y=JETR

Bu iki yarim gember birlegince tam gember oluyor,

2 denkieminde x i yalniz

birakirsaniz x= t\/ 2. y2 olur,

Mesela y =v4 -~ x? denklemi merkezi orijinde, ya-
nigapl 2 birim olan asadidaki yarim gemberdir.
y

Ama bu x2+y2 =7

2 0 2

Sorutarda ne demek istedi@imi daha iyi anlayacak-
sz,

N

Sekildeki dik koordinat diizleminde verilen
¢ember ile dogru arasindaki taral alanin
integral yardimiyla ifadesi nedir?

C -2

Sekildeki dik koordinat diizleminde verifen tar'a.h'f
alanin integral yardirmiyla ifadesi nedir?

$ekildeki dik koordinat diizleminde verilen farah

Sekildeki dik koordinat diizieminde verilen tarali alanin integrat ile ifadesi nedir?

alanin integral yardimiyla ifadesi nedir?

B(0,2)

C{0,1)

T

[ A(é,e) ;

Sekildeki dik koordinat diizieminde verilen
geyrek gember ile dogru arasindali tarals alani

e lle ifadesi nedir? alanin integral ile ifadesi nedir?
integralle ifadesi nedir?

Sekildeki dik koordinat diizleminde verilen taral

Sekildeki dik koordinat diizleminde verilen tarall
alanin integralle ifadesi nedir?

)

A
N

Sekildeki dik koordinat diizleminde verilen tarah
alanmn integralle ifadesi nedir?

Sekildeki dik koordinat diizleminde verilen
gember ile dofiru arasindaki tarali alanm
integral yardimiyla ifadesi nedir?
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Tabii ki her zaman sekil hazir verilmez. ofu zaman
yarim cember denklemini tanimaniz ve gekli sizin
gizmeniz gerekebilir. Bi zorlugu yok. Ama bilmeyince
de ¢dzlimiyor iste®

2
7. IV4—X2 dx
0

ifadesinin degeri kagtir?

.
8. j 36 - x< dx
0

ifadesinin degeri kagtir?

0 .
9. IJ16~x’2 dx
-4

ifadesinin degeri kagtir?

1
10. jwﬁ—xz dx
-1

ifadesinin deferi kactir?

3
1. I(W-x)dx

integralinin degeri kagtir?

1
12. j(\/Z—xz mx)dx
Q
integralinin degeri kagtir?

V2

1. 'E(m—x)dx

integralinin degeri kactir?

(x/4_-x—2— - (—x+ 2)) dx

£ Loy, N3

integralinin dederi kagtir?

j[ma-x_?:) dax

integralinin degeri kactir?

N (S

0
integralinin defieri kagtir?

5.

[W - ﬁx) dx

integralinin degeri kagtir?

L2

2
6. ?[ (W mng dx

integralinin degeri kagtir?
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INTEGRAL YARDIMIYLA HACIM HESABI

Hacim hesabiyla alan hesabindaki temel mantik ay-
nidir. Sadece burada fonksiyonun karesi alintyor. Ve
sonug T ile garpiliyor o kadar.

Bir edri ile Ox ekseni arasindaki atanin Ox ekseni
etrafinda dondiirlilmesiyle olusan cismin hacmi:

_\“f&}
- L 4

y = f(x) edrisi, x ekseni, x = a ve x = b doJrulanyla si-
nirls alanin x ekseni etrafinda dindirdimesiyle olugan
ddnel cismin hacmi,

Jhy

b b
errj‘ fz{x)dx N 'iTj yzdx seklinde hesaplanir,
oA a
¥
y =2/Xx

8} X

y =2JX egrisi, x = 1 dogrusu ve x ekseni ile
simirh alanin x ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle
olugan cismin hacmi kag birim kﬁpt&r?

AY

0

y =X e@risi, x = a, x = 4dogrular ve X eksenj - :
ile sinirls alanin x ekseni etrafinda dondiiriilme- - '_;?- :
siyle olugsan cismin hacmi 6 1 birim kiip oldu-- -

Guna gore, a kaghr?

y = x> egrisi, x ekseni ve x =1 dogrusuyla si--

mirii alanin Ox ekseni efrafinda déndﬁrﬁlmesiyie_':'
olugan cismin hacmi kag birim kiiptiir?

BELIRLI INTEGRAL

y = 2-x? parabolii x =~ 1, x = 1 dogrulari ve x
ekseniyle sinirli alanin x ekseni etrafinda dén-

ditriilmesiyle olugan dénel cismin hacmi kag bi-
rim kiiptiir?

Sekilde grafigi verilen y = 1-x? paraboliniin x
ekseniyle olugturdugu sinirli alaninin x ekseni
etrafinda déndiiriilmesiyle olugan cismin hacmi
kag birim kipttir?

y = (x —1)? paraboliiniin eksenlerle olusturdugu

stnirli alanimin x ekseni etrafinda déndiiriiime-
siyle olugan cismin hacmi kag birim kiiptiir?

y mw} edrisi, x = 1, x = 2 dogrulari ve x ekseniy-

le simirh alamin Ox ekseni etrafinda déndiril-
mesiyle olugan cismin hacmi kag birim kiiptiir?
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5. w 7. vy =e"egrisi, x ekseni, x = 0 ve x = In2 dogrusy R lkf e__g";_r_i arasindaki alan x ekseni etrafinda dén- 2.
ile siirls bbigenin x ekseni etrafinda déndiirijl. . S durdlirse...
mesiyle olugan cismin hacmi kag birim kiiptlir? -7 2 Bu da basit

> X
O n3

Sekildeki verilen y = e * egrisi, x ekseni, ¥ ek-

seni ve X = In3 dogrulariyla sinirh alanin x ekse-
ni etrafinda déndiiriilmesiyle olugan cismin
hacmi kag birim kiptiir?

Sekildeki verilen y =™ egrisi, x ekseni,
s = — 1 ve x = a dogrulariyla sinirh alanin x ek-
seni etrafinda dondiiriilmesiyle olugan cismin

hacmi Fz—(ea +4 -9“2) birim kilp olduduna gove,

a kactir?

8. vy =tanx egrisi, Ox ekseni ve x = % dogrulary- " :

la sinwll alanin Ox ekseni etrafinda dondardl- - -2
mesiyle olugan cismin hacmi kag birim kiiptlir? 2

Usttekinin olugturdugu hacimden alitakinin olugturdu-
gunu cikanrsin.

y = (%), y = g(x) efrisi, x ekseni, x=2a ve X=Db
dogrulariyla sinirl alanin x ekseni etrafinda déndi-
rilmesivle olusan donel cismin hacmi,

b
V| [f 2(x)-g* (x)]dx sekiinde hesaplanir.
&

Sekildeki v = 2Jx ve y=+X efriterivex =1
dogrusuyla simirh alanin x ekseni etrafinda
déndiiriiimesiyle olugan cismin hacmi kag birim
kiiptir?

‘ B X
4 Ol \y=1‘><2 -

Sekilde verilen y = 2-2x? ve y =1-x? parabol-
leri arasinda kalan smirh alamin x ekseni etra-
finda déndiiriilmesiyle olugan cismin hacmi kag
birim kiptiir?

-

y o= 2-x% ve y= 4-2%° egrilerilex=~1ve

x = 1 dogrulariyla sinirh alanin Ox ekseni eira-
finda dondiiriilmesiyle olugan cismin hacmi kag
hirim kiiptiir?



% BELIRLIINTEGRAL

4.
Sekilde verileny =e” ve y=e™ egrileri ve
X = In2 dogrusuyla sinirh alanin x ekseni etra-
finda ddndiriilmesiyle olusan cismin hacmi kag
birim kiiptiir?

5.

y = 4. %2

Sekilde verileny = 4 - x? parabolii vey = x + 2
dofrusuyla sinirli alamin x ekseni etrafinda

déndirliimesiyle clusan cismin hacmi kag birim
kiiptiir?

6.

y =4 -x? parabolii ve y = 3 dogrusuyla sirl;

alanin x ekseni etrafinda déndiiriimesiyle oly- .~/

gan cismin hacmi kag birim kiiptiar?

s .

y=x?

ni efrafinda déndiiriilmesiyle clusan cismin .
hacmi kag birim kiiptiir? '

&,
R4
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ve x = y° egrileriyle simrh alanin x ekse-

Egri ile y ekseni arasindaki alan y ekseni et-
rafinda dondiiriiliirse...

0]

x = g(y) edrisi, y ekseni, y=m ve y = n dogrulary-
la sinwrk alanin y ekseni etrafinda déndiriilmesiyle
olisan cis_;min hacmi

n n

Vo= TI'I g?{y)dy = TTJ- x2dx geklinde hesapla-
m m

nir.

y ekseni etrafinda dénddrilyorsaniz verilen denk-
lemde x i yalniz birakmaniz lazim. (yani, x in y t-
riinden 'degerini bulmaniz lazim.}

Sekilde verileni y = 2x? edrisiyz=ivey=2
dodgrular ve y ekseniyle y ekseni etrafinda don-
diiriilmesiyle olugan cismin hacmi kag¢ birim
kiiptiir?

2.

Y= x* egrisi, y ekseni, y = 1 dodrusuyla sirurly
alanin y ekseni etrafinda dondiiriitmesiyle oju-
gan cismin hacmi kag birim kiiptiir?

¥ = Inx

P X
ol/

y = inx edrisi, y = 1, v = 3 dogrulan ve y ekseniy-
le sisurlt alanin y ekseni etrafinda dondiiriilme-
siyle olugan cismin hacmi kag birim kiiptir?




BELIRLI INTEGRAL

y=x> egrisi, y ekseni, y = 1 ve y = 8 dogrula-
riyla sinirh alanin y ekseni etrafinda déndiriil-
meslyle olugan cismin hacmi kag birim kiiptiir?

iki egri arasindaki alan y ekseni etrafinda
dondiiriiliirse...

A
T x= aly} x = fly)

X = f{y}), x = g{y) edrisi, y = m ve y = n dogrulaniyla
simirh alanin y ekseni efrafinda dondiriilmesiyle
olugan cismin hacmi:

n
Vs _[ [f 2(y}pwgz(y)]{:iy geklinde hesaplanir.
m

Aslinda biitiin alan ve hacim hesapiamalarindaki
temel mantik ayni. Sadece kiigliciik bir formdil
bilmek yetiyor®

Sekilde verileni x = y2 egrisivex =y +2 dogfu;_' '
lariyla simirh alanin y ekseni etrafinda dondii- ..
rillmesiyle olugan cismin hacmi kag birim kiip< =+
tiir? o

y = Jx efirisi ve x = 1 dogrusuyla smurh alanin y_ii_ :
ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olugan cismi'n-.-'::
hacmi kag birim kiiptiir? i
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